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Resumo

Neste trabalho de cariz investigativo pretendo estudar o contributo da abordagem
exploratoria nas justificagdes matematicas dos alunos de uma turma do 10.° ano de escolaridade
no dominio da Geometria no Espaco.

Em particular, procuro caracterizar as justificacbes apresentadas pelos alunos,
compreender quais as suas principais dificuldades associadas a este processo de raciocinio
matematico, e identificar quais as caracteristicas da abordagem exploratéria que se revelaram
mais potenciadoras no desenvolvimento das justificacdes dos alunos. O estudo assenta num
paradigma interpretativo, e segue uma abordagem qualitativa.

Os métodos e procedimentos de recolha de dados foram a observacdo direta, a recolha
das produgdes escritas dos alunos e a realizacdo de entrevistas. A turma é constituida por vinte
e sete alunos, em que vinte e seis sdo participantes. A intervencao letiva foi realizada em oito
aulas de noventa minutos, e foram propostas seis fichas de trabalho com base nos principios
definidos no Projeto Raciocinio Matematico e Formacdo de Professores para promover as
justificacoes.

A andlise dos dados foi conduzida com base em trés dimensGes: caracterizacdo das
justificacOes, dificuldades dos alunos e acbes do professor para promover o raciocinio
matematico dos alunos.

Os resultados indicaram variacdes no nivel de complexidade das justificacdes,
especialmente em funcéo do tipo de questdo apresentado: quanto maior o grau de desafio, mais
divergentes foram os niveis observados. Quanto ao tipo de formalidade, a variacdo resultou do
conhecimento prévio do aluno e da sua sensibilidade em perceber quais os elementos da
situacdo deveriam ser enfatizados. Nas dificuldades, a mais comum foi compreenderem quando
a justificacdo estava completa. Quanto as caracteristicas da abordagem exploratoria, foi durante
0s momentos de discussao coletiva, sobretudo por meio de a¢des de apoiar/guiar e desafiar, que

se observou o0 maior desenvolvimento das justificacbes dos alunos.

Palavras-chave: Justificacdes matematicas; Abordagem Exploratéria; Célculo Vetorial no
Espaco.



Abstract

In this investigative work, | aim to study the contribution of the exploratory approach in
the mathematical justifications of 10th-grade students in the field of Space Geometry.

Specifically, | seek to characterize the justifications presented by students, understand
their main difficulties associated with this process of mathematical reasoning, and identify the
characteristics of the exploratory approach that proved most conducive to the development of
students' justifications. The study is based on an interpretative paradigm and follows a
qualitative approach.

Data collection methods and procedures included direct observation, collection of
students' written productions, and conducting interviews. The class consists of twenty-seven
students, with twenty-six participating. The teaching intervention took place in eight ninety-
minute classes, and six worksheets were proposed based on the principles defined in the
Mathematical Reasoning and Teacher Training Project to promote justifications.

Data analysis was conducted based on three dimensions: characterization of
justifications, students' difficulties, and teacher actions to promote students’ mathematical
reasoning.

The results indicated variations in the level of complexity of justifications, especially
depending on the type of question presented: the higher the degree of challenge, the more
divergent the observed levels. Regarding the type of formality, the variation resulted from the
student's prior knowledge and their sensitivity to understanding which elements of the situation
should be emphasized. In terms of difficulties, the most common was understanding when the
justification was complete. Regarding the characteristics of the exploratory approach, the
greatest development of students' justifications was observed during moments of collective

discussion, especially through supporting/guiding and challenging actions.

Keywords: Mathematical justifications; Exploratory approach; Vector Calculus in Space.
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1. INTRODUCAO

Neste primeiro capitulo, comeco por apresentar as motivacdes pessoais que me
conduziram a realizar o presente relatdrio, no dmbito da Pratica de Ensino Supervisionada,
assim como a sua pertinéncia. Em seguida, refiro os objetivos e as questdes deste trabalho de
cariz investigativo. A intervencdo ocorreu no segundo semestre do ano letivo 2022/2023 e

foram realizadas oito aulas de noventa minutos cada uma.

1.1. Motivacdes pessoais e Pertinéncia do Estudo

A escolha do tema surge durante as quatro aulas que lecionei no contexto da Unidade
Curricular de Iniciacdo a Pratica Profissional I1l, onde tive a oportunidade de analisar as
justificacGes apresentadas pelos alunos aquando da realizacdo e discussdo de duas tarefas com
vista a promogao do raciocinio matematico. Durante esta anlise, tomei consciéncia de que 0s
alunos assumiam certa resisténcia a este processo de raciocinio matematico, sendo necessario
questiona-los constantemente para emergir alguma justificacdo, dado que a sua preocupacao
estava em apresentar resultados e ndo em justificar a estratégia utilizada, que é um aspeto que
se tem verificado em diversos trabalhos anteriores (Henriques, 2010; Ponte, Mata-Pereira &
Henriques, 2012).

A par da necessaria consciencializacdo destes alunos sobre a necessidade de justificar,
cuja importancia tem de ser compreendida desde cedo no seu percurso escolar (NCTM, 2007),
também pude constatar que apresentaram algumas dificuldades em formular justificacdes de
natureza matematica, visto que recorriam principalmente ao senso comum, e ndo mencionavam
0s conteudos matematicos envolvidos (Mata-Pereira, 2018). Esta dificuldade, do que pude
observar, € especialmente preocupante no dominio da Geometria, pois os alunos em vez de
sustentarem as suas justificagdes com base em propriedades matematicas, tinham a tendéncia de
fundamenta-las segundo percec¢des que obtiveram de determinadas representacdes visuais.

Deste modo, percebi que, apesar da turma envolvida neste estudo apresentar niveis de
aproveitamento escolar consideravelmente dispares, as dificuldades quanto a justificacdo séo
comuns a todos, o que despertou 0 meu interesse em aprofundar o meu conhecimento sobre este
processo de raciocinio matematico.

Portanto, decidi optar por uma estratégia de ensino exploratorio, pois esta abordagem
tem o potencial de incentivar os alunos a apresentarem e a desenvolverem justificagfes cada
vez mais adequadas ao centrar a argumentacao no raciocinio e na evidéncia matematica (Ponte,
2005; Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2020) e escolhi aplicar 0 meu tema na unidade de

ensino da Geometria Analitica e Calculo Vetorial no Espago, no sentido de evoluir o
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“raciocinio geométrico (dos alunos) de impress@es visuais vagas para a exploracdo empirica e
dedugdo” (NCTM, 2009).

Com esta oportunidade, tenho como intencdo criar possibilidades aos alunos de
clarificarem e desenvolverem o seu raciocinio matematico, que € um dos grandes objetivos

curriculares atuais, transversal a qualquer dominio matematico (DGE, 2018).

1.2. Objetivos e Questdes do Estudo

O objetivo deste trabalho é estudar o contributo da abordagem exploratoria nas
justificacbes matematicas dos alunos de uma turma do 10.° ano de escolaridade na unidade

didatica do Célculo Vetorial no Espaco. Neste sentido, irei responder as seguintes questdes:

e Como se caracterizam as justificacbes matematicas apresentadas pelos alunos?
e Quais as principais dificuldades dos alunos na formulagéo de justificagbes?
e Que caracteristicas da abordagem exploratoria se revelaram mais potenciadoras no

desenvolvimento das justificacfes dos alunos?

1.3. Organizagéo do Estudo

O presente relatério é subdividido em seis capitulos distintos. O primeiro capitulo,
intitulado “Introducdo”, explora as motivagdes pessoais, a relevancia do estudo, os objetivos e
as questdes de investigacdo tratadas. O segundo capitulo, "Enquadramento Curricular e
Didatico", trata o contexto educacional e as diretrizes curriculares pertinentes ao tema deste
relatorio. No terceiro capitulo, "A Unidade Didatica", apresento informacGes sobre a escola, a
turma, os conhecimentos matematicos envolvidos, os recursos utilizados e as abordagens
adotadas na criacdo das fichas. O quarto capitulo, "Métodos e Procedimentos de Recolha De
Dados", aborda as escolhas metodoldgicas feitas no decorrer da pesquisa, incluindo o0s
instrumentos de coleta de dados, a justificacdo para sua utilizacdo e questdes éticas
relacionadas. No quinto capitulo, "Analise de Dados", apresento a analise dos dados coletados
em relacéo ao objetivo do estudo.

Finalmente, no sexto capitulo, "Conclus6es"”, destaco os principais resultados obtidos ao
longo do trabalho e respondo as questbes de pesquisa formuladas. Além disso, realizo uma

reflexdo global sobre todo o estudo realizado.
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2. ENQUADRAMENTO CURRICULAR E DIDATICO

Este capitulo aborda o contexto educacional e as diretrizes curriculares relacionadas ao
tema escolhido para estudo. Aqui serdo explorados os conceitos que envolvem o raciocinio
matematico, com um foco particular nos tipos e processos de raciocinio matematico. Além
disso, este capitulo abordara uma estratégia especifica de ensino - a abordagem exploratoria —
cuja uma das suas principais caracteristicas € promover o desenvolvimento do raciocinio
matematico. Apresentarei como essa abordagem, ao encorajar 0s alunos a pensar criticamente,

pode fazé-los superar desafios durante a aprendizagem.

2.1. Raciocinio Matematico

O desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos é um dos objetivos essenciais
do ensino da Matemaética e esta presente ao longo de toda a escolaridade obrigatéria (DGE,
2018), no entanto ndo existe uma definicdo consensual sobre o que é raciocinar
matematicamente (Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2020). Na perspetiva de Mata-Pereira
(2018), “raciocinar matematicamente ¢ fazer inferéncias de forma justificada, seja indutiva,
abdutiva ou dedutivamente” (p.23). Esta perspetiva, apesar de ser bastante abrangente, uma vez
que acomoda diferentes tipos de raciocinio: o dedutivo, o indutivo e abdutivo, todos assentam
no principio que raciocinar matematicamente envolve partir de conhecimentos ja aprendidos
para obter novos conhecimentos. O principal fator que permite distinguir qual o tipo de
raciocinio gque esta a ser utilizado é o modo como acontece essa passagem de conhecimento

prévio para o novo (Mata-Pereira, 2018).

2.1.2. Raciocinio Dedutivo, Indutivo e Abdutivo

Raciocinar dedutivamente, segundo Ponte et al. (2008), “envolve sobretudo encadear
assercdes de forma ldgica e justificar esse encadeamento”. Este raciocinio é desenvolvido do
geral para o particular, com uma conclusdo necessaria e irrefutavel, assumindo que o
encadeamento das assercOes justificadas que a produziram esteja isenta de erros, tal lhe confere
um papel de validacdo do conhecimento matemaético (Oliveira, 2008; Ponte, Mata-Pereira &
Henriques, 2012).

Contudo, apesar desta funcédo estruturante do raciocinio dedutivo, como destaca Ponte et
al. (2020) é o raciocinio indutivo e abdutivo, os maiores responsaveis pelas novas descobertas.
O raciocinio indutivo consiste em desenvolver generalizacGes de uma determinada propriedade

encontrada num conjunto restrito de objetivos. O raciocinio abdutivo envolve a observacao de
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certo fendmeno invulgar em casos particulares e a procura de uma explicacdo para essa
ocorréncia, através da formulagdo de conjeturas e generalizacGes que se baseiem nas relagdes
encontradas na determinada situacao (Mata-Pereira, 2018).

Deste modo, como refere Rivera e Becker (2009), estes trés tipos de raciocinio sao
complementares e devem ser desenvolvidos em sala de aula: o raciocinio dedutivo desempenha
um papel central na validacdo de afirmagGes matemaéticas, e muitas dessas afirmacbes séo

criadas através de raciocinio indutivo ou abdutivo.

2.2. Processos de Raciocinio Matematico

Existem vérios processos envolvidos no raciocino matematico, como a formulagdo de
conjeturas, generalizagOes e a justificacdo. Destes processos, generalizar e justificar sdo 0s que
mais se destacam como essenciais no raciocinio mateméatico (Mata-Pereira, 2018). A
generalizacdo envolve, sobretudo, afirmar que uma determinada propriedade matematica é
comum a um conjunto mais alargado de objetos, e a justificacdo consiste em apresentar razes
que convencam o proprio e também os outros sobre a validade de uma afirmacdo ou resultado
matematico (Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2019).

No Programa e Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario (2013), o
raciocinio indutivo, associado ao processo de generalizagdo, surge como “fundamental na
atividade matematica”, embora o mesmo documento afirme que “os alunos deverdo saber que o
raciocinio indutivo ndo € apropriado para justificar propriedades” e pode conduzir “conclusdes
erradas a partir de hipdteses verdadeiras”. Nesse sentido, o programa demonstra uma grande
preocupacdo pelo raciocinio dedutivo, alertando os alunos que quando formulam uma
generalizacdo, deverdo justifica-la posteriormente, de forma a obter conclusfes necessariamente
validas.

Nas Aprendizagens Essenciais (DGE, 2018), o desenvolvimento do raciocinio
matematico continua a ser considerado como essencial na aprendizagem matematica. Neste
documento, as principais praticas associadas a este objetivo envolvem: “Abstrair e generalizar,
e reconhecer e elaborar raciocinios logicos e argumentos matematicos, incluindo a
demonstragdo, discutindo e criticando argumentos de outros” e “Comunicar utilizando
linguagem matematica, oralmente e por escrito, para descrever, explicar e justificar raciocinios,

procedimentos e conclusdes”.

14



2.2.1. Justificagbes Matematicas

Uma justificacdo para ser considerada de natureza matematica tem que ser baseada em
“conceitos, propriedades, procedimentos e ideias matematicas” e nao “na autoridade, percegao,
senso comum ou exemplos particulares” (Mata-Pereira, 2018).

Mais concretamente, a justificacdo é caracterizada como um processo de raciocinio
fundamental para a validacdo do conhecimento matematico, sendo a capacidade de justificar
“procedimentos, raciocinios e conclusdes” uma pratica que vem referida nas Aprendizagens
Essenciais como essencial a todos os niveis de ensino (DGE, 2018).

As justificacGes podem assumir diferentes niveis de formalidade e complexidade, como
evidencia a tabela seguinte de Mata-Pereira (2018). Isto revela que os alunos tém a capacidade

de desenvolver justificagbes progressivamente mais formais e complexas.

Tabela 1 — Niveis de formalidade e de complexidade das justificagdes (Mata-Pereira, 2018, p.29)

5 g Z
Tipos crescentes de formalidade =
el a.

> 0 Ndo justificar 2

o

: 0

1 Autoridade externa v

(1]

B 2 Evidéncia empirica 2

A = o
i Formal C JA 3B 3C e
Niéo F / o
mas “orma . ; Q

formal , . Coeréncia | Exemplo Procedimento 3
Lt logica genérico | ou propriedade i )

2.

Justificacdo dedutiva 2

w

De acordo com a autora, o nivel 0 de complexidade corresponde a resolucbes sem
qualquer justificacdo. O nivel 1, autoridade externa, corresponde a justificacGes que se baseiam
noutras pessoas ou em materiais de referéncia. Neste caso, os alunos fundamentam a sua
justificacdo com base em afirmagfes do professor, no manual ou em colegas com melhores
resultados academicos, negligenciado o conteddo matematico envolvido.

Nas justificacdes nivel 2 de complexidade, baseadas em evidéncias empiricas, as mais
comuns sdo as justificagcdes percetuais e as justificagcOes baseadas em exemplos. As percetuais
decorrem de uma percecéo da situacdo, normalmente obtidas de representacdes visuais. As que
se baseiam em exemplos, sdo consideradas por Balacheff (1988), uma forma de resisténcia a
generalizacdo, uma vez que os alunos tendem a validar uma generalizacdo alegando que esta

funcionou para todos 0s casos que testaram.
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A respeito das justificagbes de nivel 3, estas sdo de natureza dedutiva e normalmente
consideradas parte de uma demonstracdo, podendo ser subdivididas em trés niveis: o nivel 3A,
3B e 3C. Apresentar justificacdes deste nivel de complexidade pode ser um sinal de que o aluno
reconhece argumentos empiricos como um método impreciso para validar afirmacdes
matematicas (Mata-Pereira, 2018).

As justificacdes com nivel de complexidade 3A correspondem a justificagdes baseadas
em principios logicos, considerando novos resultados matematicos como consequéncias logicas
de resultados anteriores. No nivel de complexidade 3B encontram-se as justificaces
decorrentes de exemplos genéricos, que se focam em aspetos gerais de uma situacao particular
e podem envolver outros processos do raciocinio, como a generalizagdo. Por ultimo, no nivel de
complexidade 3C, temos as justificacbes com base em procedimentos ou conceitos, que
pretendem explicar as razdes por que uma dada afirmacéo € vélida, recorrendo a combinacdes
de propriedades, definicdes e representacfes (Mata-Pereira, 2018).

Em relacdo a formalidade, este é um conceito mais subjetivo, visto que varia de acordo
com o nivel de escolaridade e o conhecimento dos alunos, portanto depende dos critérios que
quisermos atribuir a situacdo em especifico. Ainda assim, é possivel identificar trés tipos de
formalidade: justificagbes do tipo A, quando o aluno nédo utiliza conscientemente ou
explicitamente um processo de justificacdo; tipo B, quando s&o apresentadas justificacOes
formalmente incompletas, por ndo explicitarem todos os elementos utilizados na situacéo; e tipo
C, quando a justificacdo é formal completa, baseada num encadeamento l6gico de inferéncias.

No meu estudo, vou recorrer a esta tabela para caracterizar as justificagcdes apresentadas
pelos alunos aquando das resolucgdes de tarefas e nas respetivas discussoes coletivas.

2.3. Abordagem Exploratéria

Uma aula de ensino exploratorio estd organizada essencialmente em trés fases:
introducdo da tarefa, realizacdo da tarefa, discussdo e sistematizacdo das aprendizagens. Na
primeira fase, o professor deve apresentar o contexto da tarefa, os seus objetivos e atrai-los para
o0 desafio. Alem disso, o docente deve definir a organizacdo do espacgo educativo, certificar-se
de que os alunos dispdem de todos os materiais necessarios, e estabelecer os tempos que 0s
alunos tém para cada uma das fases da aula (Oliveira et al., 2013). Naturalmente, todos estes
fatores devem ser planeados antecipadamente, durante a formulagéo da tarefa.

Na fase seguinte, da realizacao da tarefa, o professor monitora as resolugcdes dos alunos
e toma notas dos tipos de ideias matematicas que estdo a serem trabalhadas, a fim de selecionar

e sequenciar quais julga as mais importantes para se discutir na proxima fase (Stein et al.,
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2008), sempre com o cuidado de nédo reduzir a dificuldade da tarefa e/ou de os conduzir a uma
SO estratégia, enquanto tira eventuais duvidas aos alunos (Oliveira et al., 2013).

No dltimo momento, na discussdo e sistematizacdo das aprendizagens matematicas, o
professor deve solicitar aos alunos que voltem a trabalhar em turma, e que discutam entre si e
com o docente as suas interpretacdes e estratégias, com base na selecdo e na sequéncia de
apresentacdes devidamente planeadas na fase anterior. Enquanto isso, o professor clarifica as
varias resolucdes, estabelece conexdes entre elas, sempre atento a participacdo dos alunos, e 0s
encaminha para o objetivo da aula, seja este a introducdo de um conceito ou de um
procedimento matemaético.

Esta abordagem tem assim, dois suportes principais. O primeiro é a escolha de tarefas
que ndo tém um método de resolucdo imediato. De acordo com 0 NCTM (2017), estas tarefas
desenvolvem o raciocinio matematico dos alunos, visto que o encorajam a usar abordagens e
estratégias diferenciadas para a sua resolugdo. Além disso, € possivel as formular de modo a
promover processos especificos do raciocinio matematico, como a justificacdo, ao aplicar os
seguintes principios definidos no Projeto Raciocinio Matematico e Formacdo de Professores
(REASON, 2020): “incluir questdes que solicitem ou incentivem a justifica¢do de respostas, ou
de estratégias de resolugdo, ou de afirmag¢des matematicas”; “incluir questdes que solicitem ou
incentivem justificacbes de natureza diversa, nomeadamente com base na coeréncia l6gica, com
recurso a exemplos genéricos ou contraexemplos, por exaustdo ou absurdo”; “incluir questdes
que solicitem a identificacdo justificada da verdade ou falsidade de afirmagdes matematicas”; e
“incluir questdes que solicitem ou incentivem a analise por parte do aluno de justificagdes
apresentadas por outros” (p.4).

O segundo ¢ a criacdo de um ambiente favoravel a participacdo e reflexdo dos alunos,
que permita certas acdes por parte do professor, como solicitar os discentes a clarificarem as
suas justificacOes, a analisarem justificacdes alternativas e a compreenderem o que torna uma
justificacdo valida (Ponte, Quaresma & Mata-Pereira, 2020).

Portanto, esta abordagem pode promover a formalizagéo de justificacdes e de apoiar 0s
alunos a apresentarem justificagdes validas e evita a argumentacdo de que algo € verdade
“porque o livro ou o professor o dizem”, que é bastante comum em aulas tradicionais (NCTM,

1994).

2.4. Agdes do professor

As tarefas de forma individual podem n&o ser suficientes para promover o raciocinio

matematico dos alunos, embora estas possuam importancia crucial durante a préatica letiva. O
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modo como as tarefas podem ser usadas em sala de aula, 0 modo como os alunos se envolvem e
as interagdes que elas podem desencadear sdo formas complementares de igual importancia de
se promover o raciocinio matematico (Brodie, 2010)

Neste cenario em particular e levando em conta a complexidade da préatica profissional,
um elemento crucial a ter em conta sdo as atitudes do docente. Estas agdes sdo fundamentais
para que as atividades em sala de aula decorram, pois estas agdes tém origem nos motivos que 0
docente possui para o propoésito de cada atividade (Christiansen & Walther, 1986).

Compreende-se que a promog¢do do raciocinio matematico dos alunos se inicia pela
escolha das tarefas a serem aplicadas em sala de aula. Caso a escolha de tarefas seja desafiante
e significativa, as abordagens de ensino e as acOes resultantes do professor sdo igualmente ou
mais desafiantes, e por vezes, ndo compreendidas de imediato pelos alunos. Na perspectiva do
professor apresentar muitas sugestfes ou informacdes aos alunos torna a tarefa simplificada,
mas ndo apoia o raciocinio matematico. Na perspectiva dos alunos, o ndo acompanhamento da
resolugdo das tarefas solicitadas, pode ndo oferecer o apoio requerido para estimular o
raciocinio matematico dos alunos (Brodie, 2010).

Desta forma cabe ao docente encontrar um ponto de equilibrio colocando as
necessidades dos alunos para com a atividade proposta em primeiro lugar em detrimento da
simplificacdo das suas obrigacdes como professor.

2.4.1. Momentos de discussao coletiva

H& que se observar que as acBes do professor que tém como objetivo promover o
raciocinio matematico na sala de aula devem estar presentes durante os varios momentos da
aula. Desta forma, nas aulas caracterizadas pelo ensino exploratério, 0s momentos de discussao
coletiva sdo sinalizados como 0s mais favoraveis para promover o raciocinio matematico dos
alunos (Ponte, 2005). Nos momentos de discussdo coletiva o professor deve realizar algumas
acOes que ndo diferem significativamente das suas a¢cdes noutros momentos da aula, sendo estas
ligadas em grande parte ao questionamento. Para tanto, o professor deve utilizar o
questionamento de forma a evitar dar excessivas indicacdes para a resolucdo de tarefas, tendo
em vista apoiar o raciocinio e o trabalho do aluno (NCTM, 2009).

Como atitude complementar, o professor deve ainda evitar responder a questionamentos
dos alunos que possuam indicagdes claras de como resolver uma tarefa ou que validem uma
acdo do aluno, ou conduzi-los de forma implicita a optarem pela estratégia de resolucdo que
atenda as preferencias do professor (Harel & Rabin, 2010). Com este pensamento, o professor
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deve sustentar o questionamento por questdes diversas, particularmente de focalizacdo,
confirmagé&o e inquiricdo (Ponte & Serrazina, 2000).

O objetivo das questdes de focalizacdo € conduzir o aluno a seguir um percurso de
raciocinio especifico, as questdes de confirmacdo tém a finalidade de avaliar os conhecimentos
do aluno e sdo questBes das quais o professor possui conhecimento prévio da resposta, as
questdes de inquiricdo procuram guiar o aluno a refletir e demonstrar o seu raciocinio para a sua
resposta, estimulando-o a comunicar-se e a esclarecer o professor. Desta forma, o
questionamento realizado pelo professor é importante nos momentos da resolucao das tarefas e
durante os momentos de discussdo coletiva. Destaca-se ainda que os alunos apresentam a
tendéncia de esperar determinados questionamentos advindos do professor (Brodie, 2010),
neste caso o professor acaba por questionar de forma habitual os alunos de modo mais incisivo,
e 0s alunos tornam-se propensos as respostas mais complexas apoiando-as nos processos de
raciocinio.

Além do questionamento, nos momentos de discussao coletiva, o professor pode realizar
outras a¢bes que culminam na aprendizagem, na explanacdo e na compreensdo de processos de
raciocinio matematico. Para que isto ocorra, é significativo promover momentos de discusséo
coletiva que criem situacGes para que os alunos explorem, apresentem, discutam e avaliem as
suas ideias e as dos seus colegas (Ball & Bass, 2003). Isto cria um ambiente favoravel para
surgir e se desenvolverem os processos de raciocinio matematico. O professor deve incentivar
os alunos, durante as discussdes, a ouvir, a questionar e a pedir argumentos para as ideias de
seus colegas, com o intuito de refletirem sobre os tdpicos apresentados por outros alunos e para
partilharem o seu raciocinio (Brodie, 2010).

De forma complementar, o professor ainda deve valorizar as falas dos alunos que
explicitem o motivo das suas respostas, superando a simples apresentacdo de resultados
(Sowder & Harel, 1998). Neste contexto, € necessario que as contribuicdes incorretas e parciais
sejam reconhecidas e que as contribuicBes corretas sejam analisadas no sentido de aprofunda-
las (Brodie, 2010). O docente deve ainda promover situages de desacordo entre os alunos,
observando que estas situacBes possuem potencial para o desenvolvimento do raciocinio
matematico dos alunos, entretanto ndo deve ser o Unico a arbitrar estes desacordos, correndo o
risco de desestimular a discussédo entre os alunos (Harel & Rabin, 2010; Wood, 1999).

Cabe aqui destacar que € possivel que o professor se depare com uma diversidade de
respostas durante a participacdo dos alunos e deve possuir a capacidade de utiliza-las de forma
a conduzir a turma para uma compreensdo mais efetiva da Matematica envolvida. Para cumprir

este objetivo, sdo necessarias varias agdes que podem envolver solicitar a participacdo dos
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alunos, orientar ou focar os alunos com o intuito de esclarecer ou detalhar, disponibilizando
nova informacéo e desafiar os alunos para que apresentem as suas ideias (Krussel Edwards, &
Springer, 2004; Kosko, Rougee, & Herbst, 2014). E possivel resumir, como mostrado na figura
1, as acdes do professor durante as discussdes coletivas e sua relagdo com a promocdo do

raciocinio matematico (Ponte, Mata-Pereira & Quaresma, 2013).

Guiar/ Apoiar H Informar’Sugerir

R -..pl esentar |
L Desafi 'u

Figura 1: A¢des do professor nos momentos de discusséo coletiva (Adaptado de Ponte, Mata-Pereira e Quaresma,
2013)

Como visto, as agdes do professor durante os momentos de discussdo coletiva séo
identificadas como convidar, informar/sugerir, apoiar/guiar e desafiar. As a¢Oes de convidar
sdo, na maioria das vezes, aquelas que iniciam a discussdo coletiva, onde o professor procura
incentivar os alunos a participarem e partilharem o raciocinio utilizado em sua resolucéo.
Durante 0 momento da discussao o professor utiliza os demais tipos de acGes. No emprego das
acOes de informar/sugerir o professor fornece informagfes aos alunos ou valida as suas
respostas. Nas acOes de apoiar/guiar direciona os alunos a apresentarem informacdes
relacionadas a resolugdo. Durante as a¢Oes de desafiar, os alunos s&o incentivados a superarem
o0 conhecimento matematico prévio que detinham (Ponte, Mata-Pereira & Quaresma, 2013).

Conclusivamente, conduzir discussGes matematicas em sala de aula possui uma
complexidade acentuada, pois o professor tem de apoiar o contetdo da discussao, a gestdo da
sala de aula e a gestdo da propria discussdo. De forma particular, é necessario a articulagdo das
ideias que surgem durante a discussdo, e garantir que as no¢des matematicas basicas sejam o
foco, e estabelecer relagdes entre 0s conceitos e ideias matematicas trabalhadas e as respostas
dos alunos. Embora haja o fator de imprevisibilidade das discussdes coletivas, € fundamental
seu planeamento antecipado, por permitir que o professor determine objetivos que possam
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ampliar o aprofundamento das tarefas na elaboragdo de novas questfes para aplicagcdo em sala
de aula e que sejam promotoras do raciocinio matematico (Brodie, 2010; Henriques, 2010;
Sherin, 2002).
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3. AUNIDADE DIDATICA

O Célculo Vetorial no Espaco € a subunidade didatica escolhida para o desenvolvimento
deste trabalho. Esta escolha foi feita com a orientacdo do meu Professor Cooperante e tendo em
conta a relacdo entre a minha problematica e as dificuldades de aprendizagem que pude
acompanhar da turma em estudo.

Assim, de forma a realizar uma proposta pedagdgica que promova aprendizagens
significativas e que seja adequada aos participantes e ao &mbito deste estudo, comecarei por
fazer uma caracterizagdo da escola e da turma onde realizei a intervencédo letiva. Em seguida,
farei uma ancoragem da unidade didatica Geometria Analitica e Calculo Vetorial no Espaco,
com base no Programa e Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario (2013) e
nas Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 10.° ano de escolaridade (2018). Por fim,
explicitarei e justificarei as estratégias de ensino escolhidas, a natureza das questBes presentes
nas minhas fichas de trabalho, os recursos e o tipo de avaliacdo que irei utilizar, tendo em conta

0s objetivos de aprendizagem visados, e as dificuldades mais frequentes dos alunos.
3.1. Contexto Escolar
3.1.1. Caracterizacao da Escola

A Escola iniciou suas atividades em 1947 com o nome de Liceu Rainha Dona Leonor.
Este liceu era originalmente feminino e estava localizado nas instalacbes do Palacio Ribeira.
Em 1961, instalou-se em Alvalade, ao abrigo do “Plano de 1958”, mantendo uma frequéncia
exclusivamente feminina. A populacdo escolar s6 passou a ser mista ap6s o 25 de Abril de
1974, tendo comecado a designar-se por Escola Secundéaria Rainha Dona Leonor.

A escola foi depois modernizada com o Programa de Modernizacédo do Parque Escolar,
sendo agora composta por um conjunto de trés edificios, implementados em "U", no centro dos
quais se encontram o0s campos de jogos e o recreio. O edificio principal tem trés pisos,
interligando-se com o edificio nascente e acolhe alunos do 3.° ciclo e secundario.

Em 2013, com a integracdo do Agrupamento de Escolas Eugénio dos Santos e da Escola
Secundaria Rainha Dona Leonor, foi criado o Agrupamento de Escolas Rainha Dona Leonor
(AERDL). A Escola Secundaria Rainha Dona Leonor € a sede do AERDL, e de acordo com o
seu Projeto Educativo, que é comum as seis instalagbes de ensino que integram este
agrupamento, a sua visao e missdo assentam no desenvolvimento pessoal e social do aluno,
tendo em vista 0 seu sucesso académico e educativo e a sua formagdo como cidaddo autébnomo,
critico, responsavel, criativo e ativo.
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O nome atribuido a escola pelo Ministério da Educacgéo trata-se de uma homenagem a
rainha D. Leonor de Lencastre pelas suas a¢6es a favor do povo portugués, sendo uma das mais

conhecidas a fundacdo do Hospital das Caldas da Rainha.
3.1.2. Caracterizacao da turma

A turma alvo é do 10.° ano de escolaridade do curso de Ciéncias e Tecnologias,
constituida por vinte e sete alunos de nacionalidade portuguesa: doze do sexo feminino (44%) e
quinze do sexo masculino (56%), com idades compreendidas entre os 14 e 15 anos de idade.

Nenhum dos alunos que compdem esta turma € repetente, no entanto, existem alguns
alunos em risco de reprovacao devido a questdes de salde, ou por apresentarem dificuldades
recorrentes da ndo consolidacdo de tdpicos de anos letivos anteriores. A nivel socioeconémico
ndo ha registo de nenhum aluno inserido no programa de Ac¢éo Social Escolar (ASE).

Em relacdo ao dominio pessoal e social, esta turma apresenta um bom comportamento,
com uma media aproximada de 16 valores nas Atitudes no 1.° Periodo, e uma media de 15

valores no 2.° Periodo.

Dominio Pessoal e Social - Atitudes
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Gréfico 1: Classificagdes individuais nas Atitudes no 1.° e 2.° periodo letivo 2023/2024

No entanto, a turma inclui quatro alunos com baixos niveis de concentracdo, que
frequentemente perturbam o ambiente da sala de aula. Essa situagdo acabou por se agravar no
segundo periodo, o que gerou uma diminuigdo na qualidade da participacéao.

Quanto as suas classificagdes finais no 1.° e 2.° periodo letivo 2022/2023, a média
aproximada foi de doze valores em ambos os periodos. Embora essa média seja relativamente
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baixa, é importante notar que ha uma grande disparidade de valores, como demonstrado no

grafico a seguir: quatro alunos obtiveram classificagdes superiores a 18 valores, enquanto sete

alunos obtiveram classificac6es inferiores a 10 valores.

Classificagdes dos alunos
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Graéfico 2: Classifica¢@es individuais finais no 1.° periodo letivo 2023/2024

m1°Periodo m2.°Periodo

Estas diferencgas, contudo, ndo tém repercussdes nos lagos de amizade estabelecidos

entre os alunos, pois é visivel uma genuina preocupacao pelos colegas com mais dificuldades,

com alguém sempre disposto a ajuda-los. No que diz respeito a participacdo, apesar de haver

alguns momentos de dispersdo, € uma turma que costuma participar, seja por iniciativa propria

ou por iniciativa do professor.

No processo de planeamento da proposta pedagdgica elaborada para este trabalho,

importa referir a forma como estava distribuida a carga semanal da disciplina de Matematica A

para esta turma.

Tabela 2 - Horario Semanal da turma em Matematica A

Segunda-feira

Terca-feira

Quarta-feira

Quinta-feira

Sexta-feira

10h00 - 11h30

Matematica A

13h30 - 15h00

Matematica A

17h00 -18h30

Matematica A

3.2. Ancoragem da Unidade Didatica

O dominio da Geometria no 10.° ano de escolaridade é um desenvolvimento do estudo

iniciado no Ensino Béasico com a introducdo dos referencias cartesianos planos e o estudo das

equacdes cartesianas das retas. Este dominio é essencial para conseguir resolver de forma eficaz
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problemas na Geometria com recursos puramente analiticos, sendo o seu estudo completado no
11.°ano.

De acordo com as Aprendizagens Essenciais (2018) e com o Programa e Metas
Curriculares (2013), neste dominio, os alunos comegam por abordar a Geometria Analitica e 0
Célculo Vetorial no Plano e depois a Geometria Analitica e o Célculo Vetorial no Espago.

No que concerne aos contetdos contemplados nestes dois documentos curriculares a
respeito da subunidade de ensino definida para este estudo, o Calculo Vetorial no Espaco, estes

ndo apresentam diferencas significativas e sao 0s seguintes:

e Generalizagdo ao espaco dos conceitos e propriedades basicas do célculo

vetorial;

e Equacio vetorial da reta no espago;

A subunidade da Geometria Analitica no Espaco, contudo, € essencial para a

aprendizagem do célculo vetorial, e ambos os documentos referem as mesmas tematicas:

e Referenciais cartesianos ortonormados do espaco;

e Equac6es de planos paralelos aos planos coordenados;
e Equac0es cartesianas de retas paralelas a um dos eixos;
e Distancia entre dois pontos no espago;

e Equacédo do plano mediador de um segmento de reta;

e Equacéo cartesiana reduzida da superficie esférica;

e Inequacdo cartesiana reduzida da esfera;

Quantos aos objetivos, nas Aprendizagens Essenciais, estes envolvem a identificacao, o
reconhecimento, a andlise e a aplicacdo de todos os contetdos acima referidos, e no Programa e
Metas Curriculares (2013), estes sdo: “Definir referenciais cartesianos do espago”; “Definir
analiticamente conjuntos elementares de pontos do espago”; “Definir vetores do espaco”;
“Operar com coordenadas de vetores do espaco” e “Resolver problemas”. Apesar da forma
distinta como 0s objetivos sdo apresentados, em termos de conceitos, procedimentos e
propriedades, ndo existem diferencgas a destacar. No entanto, considero que nas Aprendizagens
Essenciais, ¢ dada maior relevancia a discussdo matematica como pratica essencial no
desenvolvimento do raciocinio matematico e na identificacdo de lacunas e dificuldades na
aprendizagem. Nesse sentido, durante a planificagdo da subunidade didéatica, este foi o meu

principal documento orientador.
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3.3. Conceitos Matematicos Envolvidos

Nesta secdo, serdo abordados os conceitos matematicos empregues ao longo da minha
intervencdo letiva. Comeco por apresentar uma tabela com a notacao utilizada no ambito do
Célculo Vetorial, e em seguida, revejo os conhecimentos prévios dos alunos na Geometria

Analitica no Espaco. Por fim, apresento os conhecimentos introduzidos aos alunos.

Tabela 3: Notagdo matematica

Notacdo Significado

AB Reta definida pelos pontos A e B

AB Semirreta com origem no ponto A, definida pelos pontos A e B
[AB] Segmento de reta de extremos A e B

AB Comprimento do segmento de reta de extremos A e B
[4, B] Segmento de reta orientado de origem A e extremidade B
AB Vetor representado pelo segmento orientado de extremos A e B
|4B|| Norma do segmento orientado representante de AB

3.3.1. Conhecimentos Prévios

3.3.1.1. Referencial ortonormado no espaco

Fixada uma unidade de comprimento, designa-se, por referencial ortonormado no
espaco (ou simplesmente referencial cartesiano no espaco) um terno ordenado de retas
numéricas que se intersetam nas respetivas origens, duas a duas perpendiculares, tal que a

unidade de comprimento comum coincide com a previamente fixada.

Eixo das cotas
Eixo O

LCixo das ordenadas
Lixo Oy

R
~

.

Origem do referencial
Eixo das abcissas
Fixo Ox

Figura 2: Referencial cartesiano Oxyz
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A origem comum das trés retas designa-se por origem do referencial e em geral

representa-se por 0. A primeira reta designa-se por eixo das abcissas, a segunda por eixo das

ordenadas e a terceira por eixo das cotas, e representam-se por Ox, Oy e Oz, respetivamente.

Cada uma das retas designa-se por eixo coordenado.

3.3.1.2. Coordenadas de um ponto no espaco

Fixado um referencial ortonormado do espaco, a cada ponto, P, conrresponde um terno

ordenado de nameros reais (a, b, ¢) que sdo as coordenadas do ponto P e a cada terno ordenado

(a, b, ¢) corresponde um Unico ponto do espaco.

3.3.1.3. Planos paralelos aos planos coordenados

Quadro 1: Planos paralelos aos planos coordenados (Adaptado de Raposo & Gomes, 2021)

Condicao: x = a,a € R

Condicao:y = b,b €R

Condicao:z =c,c ER

1

/.

e Plano paralelo a y0z;
e Passa pelo ponto A(a, 0,0)
e Perpendicular ao eixo Ox.

¢ Plano paralelo a xOz.
e Passa pelo ponto B(0, b, 0).
e Perpendicular ao eixo Oy.

e Plano paralelo a xOy
e Passa pelo ponto €(0, 0, ¢).
e Perpendicular ao eixo Oz.

Caso particular: x = 0 define
o plano yOz.

Caso  particular:
define o plano x0z.

y =20

Caso particular: z = 0 define
o plano x0y.
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3.3.1.4. Retas paralelas aos eixos coordenados

Quadro 2: Retas paralelas aos eixos coordenados (Adaptado de Raposo & Gomes, 2021)

Condicdo:x =a A y =b>b,| Condigdo:y =bAz Condicdo:x =aAz
a,beR =c,cb€ER =c,a,c€ER
A A A
T /il {

E'_,"‘(. b _/’_ J'_
_ ;h‘::.'" ------ 2 //!’_”:'—- ’—]—.I’

A 2. o :
e -
X\/ .\'_ —a ‘ LT //./ /: b

K x

e Reta paralela a Oz e|e Reta paralela a Ox e | e Reta paralela a Oy e
perpendicular ao plano perpendicular ao plano perpendicular ao plano

x0y. y0z. x0z.
e Interseta 0 plano xOy no | e Interseta o plano yOz no | e Interseta o plano x0z no
ponto (a, b, 0). ponto (0, b, ¢). ponto (a, 0, b).

Caso particular: x = 0 A | Caso particular: y = 0 A | Caso particular: x = 0 A
y = 0 define o eixo Oz. z = 0 define o eixo Ox. z = 0 define o eixo Oy.

3.3.1.5. Distancia entre dois pontos no espaco

Fixada uma unidade de comprimento, dado um referencial ortonormado no espaco e

dados os pontos A(ay, ay, as) e B(by, b, b3), a medida da distancia entre A e B € igual

aiy/(by — a;)? + (b — ay)? + (bs — a3)?

Esta distancia representa-se por d(4, B).

3.3.1.6. Plano mediador de um segmento de reta

O plano mediador de um segmento de reta [AB] é 0 conjunto dos pontos do espago
equidistantes de A e de B.
Sendo A (xq1, Y1, z1) € B (x3, ¥,, Z3), 0 plano mediador de [AB] é o conjunto de pontos

P(x,y,z) tais que:

d(P,A) =d(P,B) & (x —x)*+ (y —y)* + (z — z)?
= (x— xz)z + - }’2)2 + (z—- 22)2
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Simplificando esta expressdo obtém-se uma equacdo do tipo ax +by+cz+d = 0

que se designa por equacdo geral do plano mediador.

3.3.1.7. Superficie esférica

A superficie esférica de centro C e raio r é o conjunto dos pontos do espaco cuja
distancia a C é r (na unidade considerada).

Fixada uma unidade de comprimento, dados um referencial ortonormado do espaco, um
ponto C (cq, ¢3, c3) € Um nimero r > 0: (x —¢)?+ (y —c)? + (z—c3)? =r? é uma
equacdo cartesiana da superficie esférica de centro C e raio r. Em particular, também se designa

por equacdo (cartesiana) reduzida da superficie esférica.

3.3.1.8. Esfera

A esfera de centro C e raio r é o conjunto dos pontos do espaco cuja distancia a C é
inferior ou igual a r (na unidade considerada).

Fixada uma unidade de comprimento, dados um referencial ortonormado do espaco, um
ponto C (cq, ¢y, c3) e Um nimero v > 0: (x —¢)?*+ (v —¢)?> + (z—c3)? =r? diz-se a

inequacao (cartesiana) reduzida da esfera de centro C e raio r.

3.3.2. Conhecimentos introduzidos

3.3.2.1. Segmentos orientados equipolentes

Dois segmentos orientados no espaco dizem-se equipolentes quando sdo complanares e
equipolentes num plano que os contenha. Como exemplo, na figura 3, os segmentos orientados

[A, B] e [C, D] sé&o equipolentes. Estes segmentos orientados determinam o mesmo vetor que

podera ser representado por AB ou CD e tem-se AB = CD.

Figura 3: Segmentos orientados no espago (Adaptado de Raposo & Gomes, 2021).
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3.3.2.2. Vetores: do plano ao espaco

As defini¢bes de norma de um vetor (fixada uma unidade de comprimento), de adicéo
de um ponto com um vetor, de translacdo de um dado vetor e as operacgdes de subtracdo de dois
pontos, de adicdo e subtracdo de vetores, de multiplicacdo de um vetor por um escalar e as

respetivas propriedades geométricas e algébricas, estendem-se do plano ao espaco.

3.3.2.2.1. Norma de um vetor

A norma de um vetor ¥ é a medida de comprimento de um segmento orientado

representante de 7, fixada uma unidade. A norma do vetor ¥ representa-se por ||7]|.

3.3.2.2.2. Soma de um ponto com um vetor

Dado um ponto P e um vetor AB, existe um Unico ponto Q tal que:

O ponto Q € a soma do ponto P com o vetor AB, ou seja, Q = P + AB.

3.3.2.2.3. Translacédo de um dado vetor

A translacdo de vetor i, é a aplicacdo que a um ponto P associa 0 ponto P + .

Representa-se por Ty e a imagem de P representa-se por Tz (P).

3.3.2.2.4. Diferenca entre dois pontos

Define-se a diferenca entre os pontos B e A como sendo o vetor AB. Assim, B- A =

AB.
3.3.2.2.5. Adicao de Vetores: Regra do paralelogramo e Regra do Triangulo

Dados quaisquer dois vetores 1 e ¥, ha sempre um plano que contém representantes
dos dois vetores e, portanto, 0s dois processos para adicionar vetores no

plano mantém-se validos para adicionar vetores no espaco.
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Exemplo no plano

Regra do Triangulo Regra do Paralelogramo

\ = A \ \ i

Figura 4: Exemplo da Regra do Triangulo e da Regra do Paralelogramo no plano.

Exemplo no espaco

Regra do Triangulo Regra do Paralelogramo
AF + ED = AF + FC = AC

. L 8

Figura 5: Exemplo da Regra do Triadngulo e da Regra do Paralelogramo no espaco.

3.3.2.2.6. Diferenga de dois vetores

- —

Dados dois vetores 1 e ¥, existe um Gnico vetor w, tal que w + ¥ = u. Esse vetor é dado

porw =1+ (—v) ew designa-se por vetor-diferenca de u e v.
U—-v= u+ (-v)
3.3.2.2.7. Produto de um numero real por um vetor

Chama-se produto de um néimero real A % 0 por um vetor & # 0, e representa-se por

Av, a0 vetor com as seguintes caracteristicas:

e Direcdo igual a do vetor v;
e Sentido igual ao de ¥ se A > 0 e sentido contrario ao de v se A < 0;

o 12711 =121 x |I7]l

SeA=00u® = 0 define-se o produto A% como sendo o vetor nulo: A% = 0.
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3.3.2.3. Coordenadas de vetores no espaco

Fixado um referencial ortonormado no espagco de origem O, sejam
X(1,0,0),Y(0,1,0),Z(0,0,1), & = 0X, &, = OY e e; = 0Z. Dado um qualquer vetor ¥,
existe um e um s6 terno ordenado (a, b, ¢) de nimeros reais tais que v = ae; + be, + ces.

O terno ordenado (e7, e, e5) designa-se por uma base do espaco vetorial dos vetores no
espaco, pelo facto de satisfazer aquela propriedade. O terno ordenado (a, b, c) designa-se por
coordenadas do vetor ¥ na base (e7, e, e3).

Representa-se o vetor v de coordenadas (a, b, ¢) por ¥ (a, b, ¢) ou ¥ = (a, b, ¢).
3.3.2.4. Operacgdes com vetores no espaco a partir das suas coordenadas

3.3.2.4.1. Igualdade de vetores

Sejam U (uq, Uy, Uz) € V(vq, Uy, V3).

U=7 S (U, Uy, U3) = (V, V5, V3) © Uy = V1 AUy = Uy AUz = g
3.3.2.4.2. Soma e diferenca de vetores

Sejam U(uq, Uy, us) € U(vq, vy, v3).

+ U = (Ug, Uz, uz) +(v1, 2, v3) = (Ug + V1, Uy + vy, Uz + v3)

&l

—v= (uy, Uz, Uz) — (V1, V2, V3) = (U — Vq, Uy — Uy, Uz — V3)

!

3.3.2.4.3. Multiplicacdo de um vetor por um escalar

Sejam u(uq, u,, u3) um vetor no espaco e A um nimero real. Verifica-se que:

A= A (uyg, uy, ug) = (AMuq,, Ay, Aus)

Se A = —1, temos o simétrico de um vetor:

U = (-ug, ~Up, —Ug).

3.3.2.4.4. VVetores colineares

-

e lUevsdocolineares ® Ik e R: U = kv
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e Sejam u(uy, uy, uz) € v(vy, vy, uz) vVetores sem coordenadas nulas. Os vetores i e ¥

~ . , uq Uy us
sdo colineares se e sO se — = = = —=,
U1 L] V3

e Sejam u(uy, uy, us) e v(vq, vy, us) vetores ndo nulos:
o Se utem duas coordenadas nulas, entdo u e ¥ sdo colineares se e sO as
coordenadas correspondentes de v também forem nulas.
o Se u tem uma e uma s6 coordenada nula, entdo u e v sdo colineares se e s6 se a
coordenada correspondente de ¥, e s6 essa, também for nula e as restantes

coordenadas forem diretamente proporcionais.

3.3.2.4.5. Diferenca de dois pontos e Soma de um ponto com um vetor
Sendo A(xy, y1, Z1) € B(x3, Y5, z,) dois pontos do espaco e w(a, b, ¢).
AB=B—A= (X2 — X1, Y2 = Y1, 22 — 71)
A+w = (x,y1,2)*+(a,b,c) =(x; + a,y; + b,z;+C)

3.3.2.4.6 Norma de um vetor
Seja w(a, b, c), tem-se que: ||W|| = Va? + b% + ¢2

3.3.2.5 Equacéo Vetorial de uma reta no espaco

Dados um ponto A(x;,y1,2;) e um vetor ¥ (v4, v, V3 ) uma equacdo vetorial da reta que

passa em A e tem a direcdo de ¥ é:
P=A+kv,ke R
(x,y,2) = (x1,¥1,21) + k(vy,v5,v3), k ER
Ao vetor ¥ chama-se vetor diretor da reta.
3.3.2.6. Equagdes paramétrica da reta

Partindo da equacdo vetorial: (x,y,z) = (xq,y1,2,) + k(vy,v,,v3), k € R, obtém-se o

sistema de equacdes parametricas da reta:
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x = x1 + kv,
y=x2+ kvz,ke IR
z=x3+ kvs

3.4. Estratégias de Ensino

Durante a minha intervencéo letiva, pretendo promover o raciocinio matematico, em
particular o processo central do desenvolvimento da compreensdo conceptual, a justificacdo
(NCTM, 2007). Deste modo, e também de acordo com o objetivo deste estudo, a estratégia que
irei definir para as minhas aulas serd predominantemente de carater exploratorio.

Tal como ja foi referido, na abordagem exploratéria, a aula divide-se, essencialmente,
em trés fases: introducdo da tarefa, realizacdo da tarefa, e discussdo e sistematizacdo das
aprendizagens. Na primeira fase, 0 meu principal objetivo sera apresentar a tarefa e explicar a
turma como ir& decorrer a aula, desta forma irei pedir aos alunos para lerem as questdes, de
modo a poder esclarecer quaisquer duvidas relacionadas a interpretagdo dos enunciados, e
também irei anunciar que a tarefa ¢ para ser resolvida em grupo, uma vez que “proporciona a
possibilidade de uma interacdo significativa entre os alunos, que podem trocar impressdes entre
si, com vista a realiza¢do da tarefa proposta” (Ponte et al., 1997). Na ltima aula da intervencéo
letiva, no entanto, serd pedido para os alunos resolverem uma ficha de trabalho
individualmente, com o objetivo de comparar se os niveis de desempenho e participacdo se
mantiveram.

Na segunda fase, irei monitorizar o trabalho autébnomo dos alunos, tomando nota das
suas estratégias de resolucdo e raciocinios e utilizar o questionamento como principal
ferramenta para ajudar os alunos com dificuldades, pois este método além de encorajar os
alunos a refletirem acerca da sua resolucdo, também previne diminuir o grau cognitivo da tarefa
(Canavarro, 2011; NCTM, 2017).

Nas discussdes coletivas, irei projetar algumas estratégias de resolucdo dos alunos no
quadro, de forma a promover uma confrontacdo de ideias, e a clarificacdo de raciocinios. O
ponto-chave destes momentos serd encorajar 0s alunos a partilharem as suas ideias e a justifica-
las, nesse aspeto € necessario que formule “questdes que dirijam o discurso oral e escrito na
dire¢do do raciocinio matematico”, principalmente atraves de perguntas de inquiri¢do, visto que
estas procuram que o aluno reflita e explicite o seu raciocinio ao ser convidado a comunica-lo e
a esclarecé-lo aos seus colegas e professor (NCTM, 1994; Ponte & Serrazina, 2000).

Deste modo, o0 ensino exploratério permite aos alunos um grande protagonismo, pois a
aprendizagem nao decorre de “ouvir directamente o professor (...) mas sim da reflexao realizada

pelo aluno a proposito da actividade que realizou” (Ponte, 2005). Nesse sentido, considero que
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esta estratégia ndo s € mais propicia para desenvolver o raciocinio matematico dos alunos, mas
também para a sua compreensdo e fluéncia matematica.

A planificacdo anual da disciplina de Matematica A da Escola Secundaria Rainha Dona
Leonor realizada pelo professor cooperante, definiu 18 tempos letivos (45 minutos) para a
subunidade didatica lecionada, que inclui a realizacdo de uma Questdo-Aula de avaliacdo
sumativa. Na tabela seguinte apresento a planificacdo da subunidade, com as datas das aulas, a

sua duracdo, os objetivos principais de aprendizagem e 0S recursos.

Tabela 4: Planificagdo geral das Aulas

. PowerPoint
Estender as propriedades Geogebra
1.Dia 08/02/2023 90 geométricas e algébricas de vetores Manual Maximo 10
no plano ao espago. Quadro branco
. Reconhecer, analisar e operar com . PowerPoint
2.Dia 09/02/2023 90 ’ Ficha de trabalho A
coordenadas de vetores no espago.
Quadro branco
Aplicar conceitos e propriedades Fichljaoc\llgetrrzggll:]o B
3.Dia 13/02/2023 90 geométricas e algébricas de vetores Geogebra
na resolucgdo de problemas.
Quadro branco
Estender as definicOes e
propriedades das equagdes
vetoriais de retas no plano ao PowerPoint
4.Dia 15/02/2023 90 espaco. Quadro branco
Reconhecer, analisar e aplicar na
resolucéo de exercicios a equagdo
vetorial de uma reta no espaco.
Reconhecer, analisar e aplicar as .
5 Dia 16/02/2023 90 definicOes e propriedadpes das Fi hPo&NerPglr:a C
Dla equac0es vetoriais de retas e icha de trg atho
colinearidade de vetores. Quadro branco
Estabelecer conexdes entre o .
. calculo vetorial e a equagéo _ PowerPoint
6.Dia 23/02/2023 90 reduzida de uma superficie Ficha de trabalho D
esférica. Quadro branco
Reconhecer, analisar e aplicar na
resolucdo de problemas Ficha de trabalho E
7.Dia 27/02/2023 90 propriedades das equacbes Quadro branco
vetoriais e sistemas de equacdes PowerPoint
paramétricas.
Reconhecer, analisar e aplicar na
resolucdo de problemas PowerPoint
8.Dia 01/03/2023 90 propriedades das equagoes Ficha de trabalho F
vetoriais e sistemas de equacdes Quadro branco
paramétricas
9. Dia 06/03/2023 90 Questdo-Aula sobre a subunidade didatica de Calculo Vetorial
no Espaco
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3.5. Tarefas

Ao longo da minha intervencéo letiva, realizei fichas com exercicios, problemas e com
questdes de caracter exploratdrio.

A resolucdo de problemas surge tanto no Programa e Metas Curriculares de Matematica
A do Ensino Secundario (2013), como nas Aprendizagens Essenciais de Matematica A do 10.°
ano de escolaridade (2018), como uma competéncia fundamental a ser desenvolvida em
qualquer dominio, sendo constantemente destacada e definida, no fim de qualquer unidade de
ensino, como um objetivo de aprendizagem.

O NCTM (2017), também salienta a importancia dos “problemas” ao referir que este
tipo de tarefas permite desenvolver o raciocinio matematico dos alunos, ao criar oportunidades
para eles estabelecerem conexdes entre conceitos, representacfes e ideias matematicas
subjacentes, no intuito de formular e aplicar procedimentos néo rotineiros.

A diferenca entre 0s exercicios e os problemas reside na capacidade do aluno de resolvé-
los de maneira imediata. Os exercicios sdo projetados com um nivel de desafio mais baixo e
uma estrutura mais definida, com o objetivo de reforgar conhecimentos e avaliar a compreenséo
dos conceitos fundamentais da unidade didatica (Ponte, 2005).

Quanto as questdes de natureza exploratoria, estas destacam-se por serem
particularmente importantes na promocdo de processos de raciocinio matematico, como a
justificacdo (Ponte, 2007) e conduzir os alunos a compreender a necessidade de justificarem as
suas conjeturas (Henriques, 2010).

Assim, tendo em conta o objetivo deste estudo e também os objetivos de aprendizagens
presentes no Programa e Metas Curriculares e nas Aprendizagens Essenciais sobre o dominio
da Geometria no Espago, propus aos alunos a realizacdo de seis fichas, duas com questfes
exploratdrias e trés dedicadas a resolucdo de problemas, pois estes tipos de questdes além de
promover o desenvolvimento do raciocinio matematico, também conduzem a compreensédo de
conceitos, propriedades e procedimentos matematicos (Ponte, 2005; Mata-Pereira, 2018). Os
exercicios tambem véo estar presentes nessas fichas, mas com o intuito de consolidar
conhecimento.

Importa salientar que estas fichas foram elaboradas seguindo os principios definidos no
Projeto Raciocinio Matematico e Formagdo de Professores para promover a justificagdo
(REASON, 2020).

De seguida, respeitando a ordem pela qual foram propostas aos alunos, irei descrever

com mais detalhe as fichas de trabalho propostas.
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3.5.1. Ficha de trabalho A

Esta ficha, inicialmente era para ser constituida s por dois exercicios: um sobre a
colinearidade de vetores, onde seria solicitado aos alunos para verificarem, entre quatro vetores,
quais os pares eram colineares e, em caso afirmativo, indicassem com a devida justificacao,
qual o seu sentido. O outro exercicio envolvia os alunos indicarem o valor l6gico de uma
afirmacdo, onde seria necessario os alunos aplicarem os seus conhecimentos sobre a adi¢do de
vetores, colinearidade de vetores, coordenadas de eixos coordenados e propriedades do cubo
para resolverem a quest&o.

Apdbs a primeira aula, no entanto, ficou claro que a maioria dos alunos ja estava
familiarizada com os conceitos e procedimentos relacionados a esses topicos. Portanto, decidi
adicionar uma terceira questdo, denominada questdo nimero 1, mantendo os dois exercicios
originais como questdo 2 e questdo 3. Quanto a estas ultimas questdes, decidi as manter, porque
considerei serem necessarias para consolidar o conhecimento dos alunos com mais dificuldades,
e poder distinguir as fragilidades bésicas de cada um.

A ideia para a questdo 1 surgiu durante correcdo da questdo 9.3, pagina 36 do Manual
Maximo 10, explicita no Plano de Aula do dia 8 de fevereiro de 2013 (Anexo 01), quando 0s
questionei se seria possivel obter os mesmos resultados se calculasse primeiro a norma de cada
um dos vetores e depois somasse. Esta pergunta deixou varios alunos a questionar-se sobre o
porqué da resposta & minha pergunta ser negativa, e nesse sentido, elaborei uma questdo de
caracter exploratério, onde os alunos teriam que indicar e justificar em que condicdes se
verificava a igualdade ||d@ + b || = |@ll + ||b||. Para responder corretamente a esta questio, os
alunos teriam que identificar que a igualdade apenas se verificava para quaisquer pares de
vetores colineares com 0 mesmo sentido ou quando pelo menos um dos vetores € o vetor nulo, e
justificar a generalizacdo realizada. Dessa forma, os alunos seriam desafiados a empregar pelo
menos dois processos de raciocinio: a generalizacdo e a justificacdo. Adicionalmente, devido a
natureza da questdo, acreditei que ela seria propicia a resolugbes com representacdes
matematicas distintas. I1sso, por sua vez, possibilitaria uma compreensdo mais aprofundada dos
alunos em relacdo aos conceitos abordados, pois eles teriam a oportunidade de discutir as

semelhangas e diferengas entre essas representacées (NCTM, 2017).

3.5.2 Ficha de Trabalho B

A ficha B trata-se de um problema com duas questdes. A dificuldade desta ficha deve-se
a ser fundamental que os alunos apliquem seus conhecimentos prévios sobre altura e volume de

piramides, em conjugagdo com os conhecimentos introduzidos sobre vetores.
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Na primeira questdo, € pedido aos alunos para determinarem as coordenadas de dois
pontos definidos na pirdmide e as coordenadas de um vetor. Os alunos teréo de aplicar as regras
geomeétricas e algebricas da adicdo de vetores, a soma de um ponto com um vetor, e a diferenca
entre dois pontos, em constante relacdo com as propriedades da piramide, para conseguir
responder a pergunta.

A segunda questdo, envolve a identificacdo e justificacdo do valor ldgico de uma
afirmacéo. Pretende-se que os alunos comecem por determinar as coordenadas dos pontos O e
P, sabendo que qualquer pirdmide regular € uma pirdmide reta, 0 que por sua vez permite
concluir que a altura da pirdmide correspondera a distancia do veértice ao centro da base. Tendo,
também, em atencdo que a pirdmide [EFGHV] é regular, por esta ser obtida através da
intersecdo de um plano paralelo a base [ABCD]. Em seguida, com as coordenadas do ponto O e

as de R(definidas no enunciado), os alunos devem determinar a medida das arestas da base

[ABCD], calculando o dobro da norma do vetor ||OR||, visto que O é centro da base [ABCD] e R
¢ ponto médio do segmento [CB]. Por fim, com os valores anteriores calculados, basta
determinar o volume da piramide [ABCDV] e [EFGHV] e obter a respetiva diferenca, para
calcular o volume do tronco de piramide [ABCDEFGH]. Este volume sera superior a 100cm?3,
visto que possui uma capacidade de 104cm?3, e, portanto, a afirmacdo expressa no enunciado é
falsa.

Assim, os alunos terdo que na sua justificacdo explicitar diversas propriedades e
procedimentos relacionados ao célculo vetorial e as piramides, para conseguirem realizar uma

justificacdo valida e completa.

3.5.3 Ficha de Trabalho C

A ficha de trabalho C acontece depois de ter introduzido a definicdo e propriedades da
equacéo vetorial de uma reta no espaco, e ter resolvido alguns exemplos com os alunos onde se
pedia para averiguar se determinado ponto pertencia a uma dada reta. Assim, nenhuma das
questdes presentes tinha um grau de exigéncia elevado (Ponte, 2005).

A questdo 1a) esta intrinsecamente relacionada a definicdo e propriedades da equacao
vetorial de uma reta, visto que para responder acertadamente a pergunta era preciso ter
interiorizado que é possivel representar uma mesma reta com equacdes vetoriais distintas. Neste
caso, desde que o ponto utilizado seja um ponto qualquer da reta AB, e 0 vetor seja colinear ao
vetor i, qualquer equacdo vetorial escrita nestas condigdes esta a representar a reta que passa
em A e tem a direcdo do vetor 1. Quanto ao facto de ter iniciado a questdo por “Existe uma

Unica”, em vez de ter perguntado diretamente se havia multiplas formas de escrever uma
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equacéo vetorial para representar uma mesma reta, deve-se a querer saber se 0s alunos teriam
dificuldades em compreender que apenas basta apresentar um contraexemplo para refutar a
afirmacdo. Isto porque, em discussdao com a Professora Coordenadora Maria Torres, constatei
que é habitual os alunos terem facilidade em usar contraexemplos para refutar uma afirmacéo
com contornos gerais, mas quando é necessario provar o contrario da unicidade, ja ndo tém a
mesma espontaneidade. Assim, com esta questdo, tambeém viso compreender se 0s participantes
deste estudo, revelam ter essa dificuldade quanto as situa¢fes que podem usar contraexemplos.

As questdes 1b) e 1c), tratam-se de exercicios apenas para os alunos treinarem 0s
procedimentos introduzidos em PowerPoint, sendo que ndo limitei as questdes ao uso exclusivo
das equacOes vetoriais, de modo a proporcionar uma maior variedade de estratégias de
resolucdo, e assim estabelecer conexfes entre as equagdes paramétricas e as vetoriais. Na
questdo 1b), o mais importante era compreender que se, por exemplo, o vetor usado fosse 0 u,
havia diferencas entre utilizar o ponto A, ou o ponto B para definir o segmento de reta [AB],
pois o intervalo definido para o pardmetro k, teria que ser num caso [0,1] e no outro [—1,0].
Em seguida, essa observacdo seria estendida para outros pontos e vetores. Adicionalmente, para
depois averiguar se o ponto P pertencia a [AB], os alunos teriam de aplicar o procedimento de
verificar se 0 ponto pertencia a reta, e caso pertencesse, comparar o valor de k obtido, com o
intervalo definido na equacdo vetorial do segmento de reta [AB], para concluir se o ponto
pertencia ao segmento de reta em especifico.

Na questdo 1c), o desafio era os alunos saberem que se um ponto qualquer do eixo Ox
tem ordenada e a cota iguais a zero, basta verificar se existe um Unico valor real k € R, tal que:
(x,0,0) = (-1,1,3) + k(2,—1,3). Considerei que esta questdo fosse importante para a
aprendizagem dos alunos, porque na ficha A revelaram dificuldades na parte relacionada aos
eixos coordenados, por isso queria verificar se essas dificuldades continuavam a ocorrer na
temaética da equacdo vetorial.

A questdo 2 é constituida por seis alineas, sobre as quais 0s alunos teriam que indicar o
seu valor logico e justificar. Na questdo 2.a) era necessario conhecer as propriedades do vetor
nulo, na questdo 2.b) as propriedades do vetor simétrico e na questdo 2.c) as propriedades da
igualdade de vetores. Com a questdo 2.d) pretendo introduzir a légica associada ao método de
reducdo ao absurdo, uma vez que ja vi surgir esta estratégia de forma esponténea em aula, mas
em conversas com alunos, percebi que alguns desconhecem que esta forma de justificacdo é
valida. Assim, nesta questdo, € possivel justificar a sua veracidade apresentando uma
justificacdo por absurdo, exemplificada na seguinte figura, ou através da relacdo entre os
vetores serem colineares e a extremidade de um vetor coincidir com a origem do outro. A 2.e)
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trata-se do reciproco da afirmacgdo presente na alinea anterior, e tinha como objetivo averiguar
se os alunos compreendiam a diferencga entre as afirmacdes e se utilizavam um tipo distinto de
justificacdo. A questdo 2.f) é semelhante a 2.d), mas os vetores sdo representados por pontos

distintos, e, portanto, basta refutar a afirmacdo com um contraexemplo.

d) Verdadeira. Por absurdo, se os pontos A,B e C ndo estivessem na
mesma reta, entdo seria possivel definir o tridngulo [ABC], no entanto,

os vetores AB e BC ndo poderiam ser colineares.

Figura 6: Resolugdo da Questdo 2d) da Ficha de trabalho C
3.5.4. Ficha de Trabalho D — Parte |

A ficha de trabalho D - Parte | foi desenvolvida por dois motivos especificos. O
primeiro motivo decorre do ultimo principio estabelecido no Projeto REASON, que busca
promover a justificagdo ao “incluir questdes que solicitem ou incentivem a analise por parte do
aluno de justificagdes apresentadas por outros”. O segundo motivo esta relacionado ao facto de
que, na resolucdo da questdo 2.d) da ficha de trabalho C, os alunos apresentaram diversas
justificacGes invalidas e incompletas. Nesse contexto, pretendo que com esta ficha os alunos
reconhecam o0s aspectos essenciais de uma justificacdo valida e completa, e consigam avaliar a
prépria justificacdo e melhoréa-la.

A ficha trata-se de uma adaptagdo da tarefa denominada ‘“Vamos comparar areas de
retangulos”, esta observada durante as aulas da unidade curricular de Metodologia do Ensino da

Matematica.

3.5.5. Ficha de Trabalho D — Parte 11

Nesta ficha pretende-se que os alunos apliqguem os seus conhecimentos prévios acerca
da superficie esférica e os relacionem com os conhecimentos introduzidos sobre o calculo
vetorial no espaco. Na 1.a), para os alunos justificarem que [PQ] é didametro, devem apresentar

duas das seguintes razoes:

o A medida do segmento de reta [PQ] é igual ao dobro do raio da superficie, valor
esse que pode ser obtido pela equacdo reduzida da superficie esfera;
o O centro de S pertence ao segmento de reta mencionado;

o O ponto P e Q pertencem ambos a superficie esférica.
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Portanto, trata-se de uma questdo, que embora baseada em propriedades e
procedimentos especificos, permite uma variedade de estratégias de resolucdo, o que a torna
mais propicio para o desenvolvimento do raciocinio matematico.

Na 1.b), pretende-se que os alunos generalizem o resultado obtido na 1.a) e justifiquem
essa generalizacdo. Portanto, assim como na questdo 1 da ficha de trabalho A, aqui também é
suposto que os alunos apliqguem os processos de generalizagéo e justificacdo. Esta questdo para
os alunos, em principio serd simples, porque ja lhes foi feito uma pergunta semelhante no 2.°
Periodo, mas no plano. Deste modo, presumo que caso haja dificuldades, continue a ser nos
processos de raciocinio mencionados.

A (ltima questdo é de natureza exploratdria, e os alunos j& terdo que partir das
propriedades da superficie esférica e do plano mediador para conseguirem justificar que T
pertence a superficie esférica R, quando o centro de R e o ponto de coordenadas (0,0,0) fazem

parte do plano mediador [WT].

3.5.6. Ficha de trabalho E

A ficha de trabalho E trata-se de um problema onde os alunos teriam de aplicar os seus
conhecimentos sobre propriedades da equacéo vetorial de uma reta, da superficie esférica/esfera
e do plano mediador.

Na questdo 1.1 os alunos devem determinar os pontos de intersecdo entre a equacao
vetorial que descreve a trajetoria retilinea do cachalote e a superficie esférica que representa o
limite do radar. Obtida as coordenadas do ponto de intersecdo, para os alunos responderem
corretamente a questdo, é necessario que as interpretem, com base no contexto do problema.
Esta questdo ganha destaque por ser um tépico novo para os alunos e, a0 mesmo tempo, permite
avaliar se a maioria dos alunos tera a sensibilidade necessaria para compreender que os valores
das coordenadas de localizacdo do cachalote obtidos ndo sdo apropriados dentro do contexto da
situacao.

Na questdo 1.2a), os alunos terdo que interpretar que para obter a localizacdo da mina
vao ter que calcular o ponto de intersegéo entre o plano mediador do segmento de reta [NS] e a
equacéo vetorial que define a trajetdria do torpedo. Portanto, é mais outra questdo sobre célculo
de pontos de interse¢do, mas desta vez com o plano mediador.

Na questdo 1.2b), os alunos devem interpretar que para determinarem se a embarcacao é

atingida devem primeiro calcular se a embarcacédo se encontra na trajetoria do torpedo.
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3.5.7. Ficha de trabalho F — Parte |

A ficha de trabalho F — Parte | advém das dificuldades sentidas por alguns alunos a
interpretar a Gltima questdo da ficha de trabalho E, e por ter havido alunos com a resposta
correta, mas com erros na sua resolucdo, ou com justificagfes invalidas ou incompletas. Assim,
com o intuito de responder as duvidas dos alunos e apoié-los na identificacdo dos erros, e
fatores a melhorar, decidi discutir com os alunos trés resolugdes que abrangem 0S erros e

conceitos matematicos envolvidos.

3.5.8. Ficha de trabalho F - Parte 11

Como era a minha Gltima aula e ainda néo tinha sido solicitado aos alunos para resolver
uma questdo onde a intersecdo de uma reta com uma superficie esférica resultasse em dois
pontos, decidi adaptar a questdo 1.1 da Ficha de trabalho E e criar a questdo 1.1 da ficha de
tralho F — Parte Il. Além disso, pretendo comparar se havera diferengas significativas na
qualidade da justificacdo entre as duas questbes anteriormente mencionadas, devido a ficha E
ter sido realizado em grupo, e a presente ficha realizada individualmente. Assim, o enunciado
do problema € igual, mas a questdo é diferente, para evitar que a dificuldade de interpretacédo do
enunciado fosse um fator.

As outras duas questdes que compdem a ficha, destinam-se aos alunos que conseguirem
terminar a questao anterior antes da aula terminar. A questdo 1.2 envolve o uso de uma equacao
cartesiana e a 1.3 é sobre condi¢cBes no plano. Portanto, questdes que ndo sdo relativas a
subunidade de ensino que propus lecionar, mas que na ultima aula, considerei que seria
interessante para os alunos observarem como € possivel criar uma ficha, em que dominio da

Geometria Analitica e do Calculo Vetorial no plano e no espaco se encontrem.

3.6. Recursos

Os recursos utilizados para a lecionacdo desta unidade didatica sdo as fichas impressas
em papel, o quadro, o computador e o projetor existentes nas salas, o meu telemovel e o bloco
de notas pessoal.

Em relacdo a programas tecnolégicos foi utilizado o Geogebra, no entanto este apenas
foi utilizado por mim, pois ndo existiu a possibilidade de haver um computador para cada
aluno. Ainda assim, considero que esta ferramenta foi fundamental na unidade de ensino
definida para o estudo, pois permitiu desenvolver duas capacidades de visualiza¢do especial: a
“constancia perceptual” (capacidade de reconhecer figuras geométricas em diversas posigoes,

tamanhos, contextos e texturas) e a “percepcdo da posicdo no espago” (capacidade para
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distinguir figuras iguais, mas colocadas com orientacgdes diferentes) (Ponte & Serrazina, 2000).
Estas duas capacidades sdo essenciais no 10.° ano de escolaridade, onde uma das maiores
dificuldades dos alunos €é a visualizacdo de objetos a trés dimensdes (Monteiro, 2018). Além
disso, a utilizacdo de um ambiente de geometria dindmica é um recurso que desperta a
curiosidade e interesse dos alunos, promovendo um maior envolvimento durante a

aprendizagem dos contetdos (Breda et al., 2013).

3.7. Avaliacao

Na minha intervencéo letiva a avaliagdo teve uma componente essencialmente formativa
e foi realizada através da recolha, analise e devolugdo das producGes escritas dos alunos com
fornecimento de feedback escrito, bem como do questionamento oral durante os momentos de
trabalho autdbnomo e discussao.

Existem vérias investigacGes que sustentam a importancia do feedback na regulacdo das
aprendizagens, segundo Fernandes (2005), o feedback é uma ferramenta fundamental para que
os discentes sejam motivados a desenvolver constantemente as suas aprendizagens, uma vez
que é através desta forma de comunicacdo que os alunos tomam consciéncia acerca do seu
desempenho, nomeadamente quais 0s aspetos positivos e quais tém de melhorar, e o professor
fornece apoio no sentido de os ajudar a ultrapassar essas dificuldades. No entanto, é necessario
ter em atencdo que este processo se reveste de uma enorme complexidade, ndo sendo qualquer
tipo de escrita ou questdo oral que assegura a natureza reguladora desta forma de comunicacao
(Santos, 2008), pois produzir feedback escrito e oral que nédo seja vago e a0 mesmo tempo nao
reduza o grau cognitivo da tarefa, ndo é uma competéncia que seja rapidamente adquirida, visto
que este deve ser diversificado e adequado a cada aluno (Bruno, 2006; Santos, 2008).

Assim, o motivo pelo qual adotei esta avaliacdo deve-se ndo s a relevancia do feedback
no contributo da melhoria das aprendizagens dos alunos, mas também a consciencializacdo de
que a simples integracdo do feedback na rotina das aulas, pode desempenhar um papel fulcral
na relagdo que se estabelece entre o aluno e o professor. Nesta perspetiva, o docente promove
uma interacdo de cooperacao e de genuina preocupacdo pelas aprendizagens dos discentes, de
modo a criar uma relacdo de confianca que permita que estes ndo sintam vergonha de expor as
suas dificuldades, pois se os erros sO forem detetados na altura da classificagdo, estamos a
privar o aluno da oportunidade de melhorar o seu desempenho, e de ter uma avaliacdo mais

justa e equitativa.
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A outra componente de avaliacdo usada foi a sumativa, com a administracdo da
Questdo-Aula, cujo principal objetivo era avaliar os seus conhecimentos sobre o célculo
vetorial no espaco, sendo esta composta por uma questdo com sete alineas.

A questdo envolvia um cubo representado num referencial o.n Oxyz, sobre o qual se
conhecia as coordenadas de trés vertices. Na primeira alinea pretendia-se que os alunos
aplicassem as operag0es com coordenadas de vetor e determinassem as coordenadas de um
ponto. Na segunda alinea, os alunos tinham que determinar uma equacdo vetorial para uma
dada reta definida por dois vértices do cubo. Na terceira, com base na equacéo vetorial definida
na alinea anterior, os alunos teriam que determinar as coordenadas do ponto de intersecdo entre
a reta e um plano coordenado, sendo para isso necessario usar as equagdes paramétricas da reta.
Na quarta alinea, os alunos tinham que determinar o valor l6gico de uma afirmagéo e justificar.
A dificuldade dessa alinea é a interpretagdo do intervalo definido para o parametro k. Na quinta
alinea, era dado uma equacdo geral de uma superficie esférica S e os alunos teriam que
determinar a equacdo reduzida, para conseguiram indicar as coordenadas do centro de S. Na
sexta alinea, os alunos deviam justificar se o segmento de reta de extremidades D e H é raio,
sendo para isso era necessario apresentar uma das duas seguintes razdes, visto que o ponto D é
centro da superficie esférica:

. A medida do segmento de reta [DH] é igual ao do raio da superficie, valor esse

que pode ser obtido pela equacdo reduzida da superficie esfera;

i O ponto H pertence a superficie esférica.

Na Ultima alinea os alunos teriam que calcular outro ponto de intersecdo, mas desta vez
entre uma reta e uma superficie esférica. A dificuldade desta questdo era os alunos definirem a
direcdo da reta, uma vez que apenas € dito que a reta é paralela ao eixo Ox.

A avaliagdo sumativa, conforme definido por Lopes e Silva (2012), envolve um juizo de
valor com funcdo certificativa. Esta fornece apenas uma visdo limitada das capacidades dos
alunos em condicdes especificas, geralmente envolvendo trabalho individual com prazo
limitado e resultando em uma nota quantitativa final. Ela é externa ao processo de ensino-
aprendizagem, baseando-se nos produtos dos alunos e tem uma ligacdo com a prestacdo de
contas, como afirma Semana e Santos (2008). Ainda assim, esta componente também permite
ter uma nocdo de quais foram aprendizagens dos alunos no final da unidade didatica, e foi,

sobretudo, por esta razdo que a questéo-aula foi elaborada.
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4. METODOS E PROCEDIMENTOS DE RECOLHA DE DADOS

Neste capitulo, comeco por expor as principais op¢des metodoldgicas adotadas para
desenvolver a parte investigativa deste trabalho. Em seguida, caracterizarei os participantes
envolvidos no estudo, bem como os métodos de recolha e de andlise de dados. Por fim, faco

uma referéncia as questdes de natureza ética.

4.1. Opcbes Metodolodgicas

O objetivo deste trabalho passa por compreender o contributo da abordagem
exploratdria nas justificacdes dos alunos. Pretendeu-se observar e analisar as resoluces dos
alunos, as interacBes durante o trabalho autdnomo, as suas participacdes nas discussoes
coletivas e as respostas a entrevista. Deste modo, segui um paradigma interpretativo.

Quanto a abordagem adotada, como os dados recolhidos foram em ambiente de sala de
aula, em contacto direto com os alunos, com a intencao de compreender quais caracteristicas da
abordagem exploratdria podem ter desenvolvido as justificagfes dos alunos, segundo Bogdan e
Biklen (1994), estas caracteristicas permitem definir a abordagem como qualitativa.

Com este estudo, enquanto professor e investigador, pude percecionar as emocdes dos
alunos e as suas reacdes a metodologia de trabalho, o que me auxiliaram a realizar uma analise
mais fidedigna dos dados e a resolver problemas decorrentes da organizacdo das aulas. No
entanto, isto exigiu uma enorme dedicacdo, por ter que me desdobrar em dois papéis que
embora ndo antagdnicos, pois a investigacdo sobre a propria pratica € “uma atividade de grande
valor para o desenvolvimento profissional dos professores que nela se envolvem ativamente”
(Ponte, 2002), é preciso haver uma devida adequacdo da calendarizacdo das aulas, com o

objetivo do trabalho.

4.2. Participantes

No presente estudo, os participantes sdo os alunos de uma turma do 10.° ano de
escolaridade da Escola Secundaria Rainha Dona Leonor. A turma é constituida por vinte e sete
alunos, mas um dos alunos ndo participou do estudo, pois ndo possuia autorizacdo do seu
respetivo encarregado de educacdo. O motivo de considerar todos os alunos disponiveis como
participantes deve-se a uma recolha de dados mais diversificada, que me permita obter uma
visdo abrangente da turma, para responder as questdes de investigacao.

Os alunos envolvidos no estudo ndo foram mencionados pelo nome no relatério, uma

vez que foram utilizados nomes ficticios a fim de preservar sua privacidade.
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4.3. Métodos de recolha de dados

Durante o desenvolvimento deste estudo, irei posicionar-me como observador
participante, que ¢ uma das ‘“estratégias mais representativas da investigacdo qualitativa”
(Bogdan & Biklen, 1994, p.16).

Para a recolha de dados utilizei a observacdo direta, com registo em audio, a recolha

documental e a realizacéo de entrevistas.

4.3.1. Observacao Direta

A observacdo direta dos participantes foi realizada ao longo da minha intervencao letiva,
com especial atencdo aos momentos de discussdo coletiva. Durante as aulas fiz anotacdes de
detalhes que considerei importantes para o estudo e para as aprendizagens dos alunos, e
complementei estas anotacfes com os registos de audio realizados em sala de aula. Este
complemento permitiu realizar uma analise precisa das diferentes interagdes entre os alunos e
comparar as suas justificacbes orais com as escritas. Portanto, fiqguei com uma perce¢do mais
clara das origens das dificuldades dos alunos, e quais caracteristicas da abordagem exploratéria

foram mais relevantes.

4.3.2. Recolha Documental

Os documentos recolhidos corresponderam as resolucdes escritas dos alunos em todas as
fichas de trabalho e na questdo-aula. Quanto ao processo de recolha das producdes escritas nas
fichas, para estudar as dificuldades e caracterizar as justificacbes escritas dos alunos, da forma
mais auténtica possivel, foi-lhes pedido que resolvessem as questdes numa folha a parte e no
momento de discussdo coletiva, que registassem as possiveis corre¢des no seu caderno diario,
de modo a evitar alteracdes na sua resolucdo durante a discussdo em turma. Quanto a questdo-
aula, como esta foi recolhida para avaliacdo, eu a digitalizei, e s6 depois as entreguei com a

respetiva classificagdo, ndo tendo havido assim qualquer adulteragéo.

4.3.3. Entrevista

No final das intervengdes letivas associadas a este estudo, e com base nos dados que
obtive dos restantes instrumentos, fiz entrevistas a quase todos os alunos da turma, tendo apenas
excluido dois grupos. Um dos grupos preferi ndo entrevistar, pois um dos seus elementos
tratava-se do aluno que néo tinha autorizacao para participar no estudo. Nesse caso, considerei

que ndo seria justo e ndo obteria uma visdo consensual entre os dois membros, se apenas
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entrevistasse um deles. O outro grupo ndo foi entrevistado devido as entrevistas terem sido
realizadas em tempo de aula, em conciliagdo com o seu mau comportamento, portanto, para
evitar constrangimentos e interrupcées do bom funcionamento das aulas, decidi ndo entrevistar
este grupo.

Considero importante mencionar, que inicialmente era para ter entrevistado no maximo
quatro grupos, com caracteristicas distintas quanto ao seu empenho, participacdo e resultados.
Porém, eu permiti que os grupos formados fossem escolhidos pelos alunos, para evitar
desconfortos e trocas futuras, 0 que gerou grupos bastante similares quanto as caracteristicas
anteriormente mencionadas. Assim, decidi entrevistar todos 0s grupos, para conhecer e
sintetizar quais foram os elementos ocorridos em aula que os alunos atribuiram uma maior
importancia para suas justificaces, que € um topico essencial para responder a minha terceira
questéo.

As entrevistas foram realizadas com suporte de audio e sdo semi-estruturadas. Este grau
de estruturacdo tem a vantagem de obter dados comparativos entre os varios alunos

selecionados, permitindo uma melhor sistematizacdo da informacdo (Bogdan e Biklen, 1994).

4.4. A andlise de dados

Atendendo as questdes de investigacdo, evitei selecionar exercicios simples, ou seja, que
tratassem de aplicacGes Obvias de determinadas propriedades ou procedimentos. Assim, escolhi
para analise questdes que promovessem uma variedade de representacGes e estratégias de
resolucéo, justificacOes de natureza diversa e reflexdes mais profundas acerca da validade das
justificacBes. Na tabela 5 encontram-se as questdes alvo de andlise, enquadradas na ficha de

trabalho e questdo-aula respetiva.

Tabela 5: Questdes a Analisar.

Ficha de Trabalho A Questdo 1
Ficha de trabalho B Questdo 1.2
Ficha de trabalho C Questdo 1.a), 1.b), 2.d), 2.e) e 2.)
Ficha de trabalho D — Parte | e Parte 11 Todas as questdes de ambas as partes
Ficha de trabalho E Questdo 1.1e 1.2.b)
Ficha de trabalho F — Parte | Questdo 1
Ficha de trabalho F — Parte 11 Questao 1.1
Questdo-Aula Questdo 1.2.3e1.3.2
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A andlise das justificacdes presentes nas resolugdes foi realizada com base no quadro de
Mata-Pereira (2018), presente no capitulo 2, de maneira a caracteriza-las quanto ao nivel de
complexidade e tipo de formalidade.

As fichas de trabalho e respetivas questdes estdo dispostas por ordem cronoldgica de
apresentacdo a turma. Em todas as questfes, com excecao das presentes na ficha de trabalho D
— Parte | e na ficha de trabalho F — Parte |, é apresentado inicialmente duas tabelas com um
resumo geral dos tipos de formalidade e niveis de complexidade das justificacdes dos
participantes do estudo e, em seguida, analiso mais detalhadamente algumas resolugdes que
exemplifiquem as situacdes ocorridas. Assim, para essas questdes, foram criadas duas tabelas.
Uma delas exibe a frequéncia absoluta e relativa dos niveis de complexidade e a outra dos tipos
de formalidade, com a mesma indicacdo das duas frequéncias. Quando um aluno ndo conseguiu
resolver uma determinada questdo, essa situacao foi registada em uma nova coluna denominada
"Nao Resolveu". Nas justificacbes que se enquadram no nivel 0 de complexidade, nao foi
atribuido um tipo de formalidade, uma vez que, se o aluno ndo justifica sua resposta, ndo é
possivel classificar sua formalidade. Portanto, na tabela relacionada ao tipo de formalidade, foi
adicionada a coluna "Nao Atribuivel™ para registar essas ocorréncias.

Quanto as outras questdes presentes nas fichas anteriormente mencionadas, visto que
envolvem a apreciacdo por parte dos alunos de justificacBes apresentados por outros, a analise
consistirda na minha interpretacdo sobre como decorreu essa reflexdo, nomeadamente, a
participacao dos alunos, a validade dos seus argumentos e a conducao de possiveis melhorias na
sua propria resolucao.

Em todas as fichas, irei sintetizar as dificuldades dos alunos tanto na formulagéo de
justificacBes, como nos conceitos empregues, e comentar os elementos ocorridos em aula que
terdo sido mais relevantes para a superacdo dessas dificuldades. Adicionalmente, nas fichas em
que tenham ocorrido momentos de discussdo coletiva, irei destacar alguns excertos e
classificarei as minhas a¢fes com base no modelo da conducdo de discussfes matematicas de
Ponte (2013).

4.5. Questdes de Natureza Etica

Todas as orientagbes referidas na Carta Etica para a Investigacdo em Educacio e
Formacdo (CEIEF) do Instituto de Educacdo da Universidade de Lisboa foram respeitados.

Antes de iniciar o presente estudo, os participantes foram informados sobre o propésito,
os dados a recolher, e como consistia a sua participacdo. E importante destacar que a escola ja

possui um documento escrito onde constavam o0s consentimentos dos encarregados de educagéo
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quanto aos registos de audio. Neste documento, tomei conhecimento que apenas um dos alunos
nédo tem este tipo de autorizagdo por parte do seu encarregado de educacao, e por isso ndo foram
realizados quaisquer registos de audio deste aluno.

No que concerne a confidencialidade e privacidade, assegurei-me de que toda a
informagdo recolhida para este estudo foi armazenada de forma segura e que foram utilizados
nomes ficticios para os alunos, de forma a garantir o anonimato dos participantes (Tuckman,
2005).
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5. ANALISE DE DADOS

Neste capitulo, apresento a andlise dos dados recolhidos durante a intervengdo, com o
objetivo de responder as questdes de investigacdo estabelecidas na introducdo deste relatorio.
S&o analisadas as resolucdes das fichas de trabalho e da questdo-aula produzidas pelos alunos,
bem como as interacdes de aula registas em audio, com interesse nas justificacbes matematicas
presentes e na participacdo. Também serdo analisadas as respostas dos alunos as entrevistas,
apresentado a visdo da turma para cada pergunta. Esta anélise também incluiu as anotagdes no

bloco de notas pessoal.

5.1. Ficha de trabalho A

Para a analise da ficha de trabalho A, selecionei a questdo 1.

5.1.1. Questéo 1

1. No exercicio 9 da pagina 36 do manual Méximo 10 com os vetores
u(1,-2,2) e v(—1, 2,4) obteve-se o seguinte caso:
lu+ 2|l = llull + lIvl

Dados dois vetores @ e b, em que condicdes se verifica a igualdade

|a@+5 | = lldll + ||b]|? Justifica.

Figura 7: Questdo 1 da Ficha de trabalho A

Pode observar-se na Tabela 6, que a maioria dos alunos que respondeu a questdo
fundamentaram a sua resposta com base na evidéncia empirica (nivel 2), sendo o caso mais
comum alegarem a sua generalizagdo como valida porque a testaram em alguns exemplos. Em
relacdo as restantes justificacGes, estas se situaram nos dois polos: seis alunos ndo ofereceram
qualquer justificacdo, enquanto 0s outros quatro conseguiram justificar suas respostas

dedutivamente, com base em procedimentos ou propriedades.

Tabela 6: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1 da Ficha de trabalho A

?Fuigsht:%g Niveis de complexidade Né&o
trabalhoA) | 0 [ 1 | 2 [ 3A | 38 [ 3C | cooved
N° de alunos 6 13 4 3
Percentagem 26,1% 56,5% 17,4% -

No que se refere a formalidade, dos alunos que apresentaram uma justificacdo, apenas
dois alunos formularam uma justificagdo formal e completa, e os restantes incompleta.
50



Tabela 7: Tipos de formalidade das justificagdes na Questdo 1 da Ficha de trabalho A

estdo 1 . . ~ <
Qu_ Tipos de formalidade Né&o Né&o
(Ficha de -
trabalho A) A B C atribuivel resolveu
N° de alunos 15 2 6 3
Percentagem 88,2% | 11,8% - -

Em seguida, exemplificarei com as resolucbes escritas dos alunos os niveis de
complexidade e tipos de formalidade registados. Em primeiro lugar, apresento a resolucdo da
Catarina (Figura 8), classificada como nivel 3C em termos de complexidade e tipo C em termos
de formalidade.
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Oopo o iouslhsdd Teo A frea pRna
g s

WX B

2122 g B
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Figura 8: Resolugéo da Catarina na Questéo 1 da Ficha de trabalho A

A aluna recorreu a linguagem natural e algébrica, conseguindo utilizar as propriedades e
procedimentos associados a colinearidade de vetores e a simplificacdo de expressdes algébricas
para chegar ao resultado pretendido, pelo qual atribui o nivel de complexidade 3C. No que diz
respeito a formalidade, é possivel observar a utilizacdo de um conjunto de inferéncias bem
estruturadas, com a explicitacio completa de todos os conceitos envolvidos (tipo de
formalidade C).

Por comparacéo, na figura 9, apresento a resolucéo do Rui, a qual atribui 0 mesmo nivel
de complexidade que a da Catarina, mas que considerei do tipo B quanto a formalidade, uma

vez que a sua justificacdo, apesar de formal, esta incompleta.
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Figura 9: Resolucdo do Rui na Questdo 1 da Ficha de trabalho A

O Rui, a semelhancga da Catarina, utilizou uma justificacdo de natureza dedutiva, com
base nas mesmas propriedades. No entanto, estd incompleta, ja que na sua resposta, o aluno
afirma corretamente que a condicdo se verifica quando os vetores sdo colineares e com o

mesmo sentido, mas cita que apenas acontece devido a ocorrer um “prolongamento de um dos

vetores”, enquanto que a Catarina recorre e explicita a propriedade b=2d para justificar a sua
generalizacdo. Portanto, é percetivel a intencdo do aluno, no entanto, ndo descreve qual a
propriedade utilizada, por isso atribui o tipo de formalidade B. Além disso, o aluno ndo testou o
caso de pelo menos um dos vetores ser o vetor nulo, e nem analisou a hipotese de os dois
vetores serem néo colineares. Nota-se ainda, que quando o aluno refere: “na soma de 2 vetores
(colineares com sentidos opostos) existira o anulamento de um dos vetores”, ndao ¢ mencionado
que também pode ocorrer que a soma dos dois vetores pode ser o vetor nulo. Esta informacédo
seria importante de acrescentar, visto que os vetores simétricos sao um caso particular de
vetores colineares com sentidos opostos, cuja soma é o vetor nulo.

Nas justificacbes de nivel de complexidade 2, apresento a resolucdo da Margarida
(Figura 10), uma vez que apesar de a aluna ter conseguido identificar quatro casos possiveis, a
sua justificacdo baseia-se em casos particulares, e considerei do tipo B quanto a formalidade,
pois estd incompleta por ndo identificar o que representam 0s quatro desenhos, e tal como o

Rui, ndo considerar a soma de vetores simétricos.
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Figura 10: Resolucéo da Margarida na Questdo 1 da Ficha de trabalho A

A Margarida apresentou a resolucdo desta questdo na discussdo coletiva. Abaixo se

encontra transcrito o dialogo ocorrido:

Professor: Eu achei esta resolucdo interessante, visto que foram dos poucos grupos que
recorreram a representacdes visuais, mas ha aqui alguns pormenores que queria que explicasses
amim e a turma. O que representam aqui 0s quatro casos?

Margarida: No primeiro e no segundo testamos com vetores ndo colineares, s6 que no
primeiro sdo vetores ndo perpendiculares e no segundo ja sdo. O terceiro é vetores colineares
com o0 mesmo sentido, e o quarto é vetores colineares com sentidos opostos.

Professor: Entdo, no primeiro e no segundo caso, com base naquilo que abordamos
sobre a soma de vetores, qual a diferenca entre eles?

Margarida: Ah... na regra... acho que ndo ha diferenga...

Professor: Entdo qual é a hipGtese que estas a testar?

Margarida: Vetores nao colineares. ..

Professor: Exato, entdo porque néo identificaste os vetores?

Margarida: Pois, devia ter escrito que era para vetores ndo colineares.

Professor: E para os restantes?

Margarida: Sim sim, eu devia ter escrito que tipos de vetores eram.
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Professor: E sobre as justificacdes, para mostrares que a hipGtese dos vetores nédo
colineares n&o resulta, era preciso os dois exemplos?

Margarida: Néao, bastava um para provar que € mentira.

Professor: Certo, mas no terceiro, tu provaste que era verdade como?

Margarida: Aquilo sdo dois vetores colineares, como se vé pelo desenho, eles se
juntam, a distancia de um com de outro.

Professor: E se eu escolher outros dois vetores colineares, como podia provar que isso
continuava a acontecer?

Margarida: Pois... pensei que... talvez tivesse que ser doutra maneira. ..

Ao compararmos a discusséo oral com a resolucdo escrita da Margarida, identificamos
que a aluna expressou de forma espontanea o que os desenhos representavam, algo que decidiu
ndo incluir na resolucdo, e que a levou testar hipoteses desnecessarias. Esta situacdo mostra
como uma simples falta de mencdo dos casos que estdo a ser tratados, ndo s torna a
justificacdo incompleta, como pode conduzir a maiores dificuldades durante a resolucdo. Outro
aspecto relevante é a clara percecdo da aluna de que basta utilizar um Gnico exemplo para
refutar uma determinada conjetura, mas depois aplica 0 mesmo procedimento, de forma
imediata, quando quer também generalizar.

Apresento, por fim, a resolucdo do Fabio (Figura 11), a que atribui o nivel de

complexidade 0.
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Figura 11: Resolugéo do Fabio na Questdo 1 da Ficha de trabalho A

Como podemos constatar, 0 aluno apresenta uma resposta, ndo justificando como

chegou a esse resultado (nivel de complexidade 0). Nota-se ainda que a resposta se encontra

incompleta, devido ao facto de néo ser suficiente os vetores d e b serem colineares, tém de ser

colineares com 0 mesmo sentido.
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5.1.2. Acdes do Professor e Dificuldades dos alunos

Durante a introducdo desta ficha de trabalho senti os alunos pouco atentos, o que me
motivou a fazer diversas questfes de confirmacdo no inicio do momento da realizacao da ficha,
para compreender se as duvidas dos alunos advinham da interpretacdo incorreta do enunciado
ou da falta de conhecimento sobre os conceitos presentes. Apesar dessa situacdo, quando a
maior parte dos alunos ja tinha iniciado a sua resolucao, as questdes de inquiricdo tornaram-se
mais predominantes, incentivando os alunos a esclarecer por escrito o que tinham referido
oralmente. Na discussdo coletiva, como se pode verificar pelo exemplo do excerto do dialogo
com a Margarida, iniciei a discussdo convidando-a a clarificar a sua resolucdo, guiando-a
depois a refletir sobre se as hipoteses testadas iriam de encontro com as propriedades da
colinearidade de vetores, e em seguida, a desafiei a explicar como deveria justificar que a
condicdo ndo era respeitada para vetores ndo colineares, e como conseguia provar que a
condicdo era respeitada para quaisquer pares de vetores colineares com 0 mesmo sentido. A
acdo de desafiar foi a que considerei mais relevante ao longo da discussdo coletiva, porque senti
que os alunos s6 comecaram a refletir sobre a invalidade ou incompletude da sua justificacéo
quando foram incentivados a dar-lhe sentido. Nesse ambito, pude compreender que a
quantidade de justificacbes com nivel 2 de complexidade, ndo foram um resultado do pouco
conhecimento dos alunos acerca dos conceitos tratados, mas sim da experimentacao ingénua de
considerar que um teste de casos particulares constituia uma justificacdo matematicamente
valida para uma generaliza¢do. A predominéncia do tipo B de formalidade advém dos alunos
utilizarem propriedades e procedimentos, mas sem a explicitagdo clara de como foram
utilizados, que é nitido no caso da Margarida.

Quanto a quantidade de justificaces de nivel 0 de complexidade, o motivo prende-se as
dificuldades da conversdo da linguagem natural para a algébrica de modo a generalizar as
regras, nao por desconhecimento das propriedades da colinearidade de vetores, mas sim porque
ainda ndo estdo habituados a manipular expressdes que contenham a norma de um vetor. A
resolucdo da Margarida foi a Ultima a ser apresentada na discussdo coletiva por esse motivo,
para dar tempo aos alunos de tirarem ddvidas sobre as manipulacdes efetuadas e refletirem
sobre como o papel da linguagem algébrica é importante tanto para a generalizagcdo, como para

a justificacéo.
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5.2. Ficha de trabalho B

O objetivo principal desta ficha era verificar de que forma os alunos aplicariam o seu
conhecimento prévio sobre a altura e volume de piramides em conjunto com 0s Novos conceitos

adquiridos sobre vetores no espaco. Com esse propésito, optei por analisar a questdo 1.2.

5.2.1. Questao 1.2.

1.2 Indica, justificando, o valor légico da seguinte afirmacéao: o tronco de

pirAmide [ABCDEFGH] tem uma capacidade inferior a 100cm?.

Figura 12: Questéo 1.2. da Ficha de trabalho B

Em termos de nivel de complexidade, as justificaces dos alunos distribuem-se de forma
semelhante a questdo 1 da Ficha de trabalho A, com a diferenca de que todos os alunos que
realizaram a questdo, tentaram justificar a conclusdo obtida. Quanto a formalidade, todos os

alunos que justificaram apresentaram uma justificacdo formal, mas incompleta.

Tabela 8: Niveis de complexidade das justificacdes na Questdo 1.2. da Ficha de trabalho B

Q(uFeiitﬁ: jéz' Niveis de complexidade N?o
trabalho B) 0 1 2 | 3A | 3B | 3c | esoved
N° de alunos 22 2 2
Percentagem 91,7% 8,3% -

Tabela 9: Tipos de formalidade das justificagbes na Questdo 1.2. da Ficha de trabalho B

a0 1.2. . .
Que_stao Tipos de formalidade Néo Néo
(Ficha de tribuivel I
trabalho B) A 5 C atribuive resolveu
N° de alunos 24 2
Percentagem 100% -

Em primeiro lugar, apresento a resolucédo da Eduarda, que considero uma justificacao de
nivel de complexidade 2 e tipo de formalidade B (Figura 13).

56



Ué Aggk

[ -
. 4
_]i‘\.', 5 IO T U el Do
|

IAB -

Pelo Lw\a%nnm. e | O
L E A
opER-0 = (14, 1)1 (1,1,
200=(0,6,0)

201,73

et =% 9 % 36 108m®
: Tfé,a&o.ém:is_k 4 x 3 =4 o

TR Fals jpois 200 cud < 1090

Figura 13: Resolucéo da Eduarda na Questéo 1.2. da Ficha de trabalho B
Nesta resolucdo, é notdrio que a aluna recorreu a percecao visual da figura para obter as
coordenadas do ponto O e do ponto P, o que comprova o nivel 2 de complexidade. A respeito
da formalidade, considero que apesar de formal, a aluna deveria ter mencionado o que entendia
por V amaior € POr Vv Amenors até porque inicialmente a aluna utilizou a expressdo “parte superior”

para se referir ao VAmenor, e também deveria ter indicado como obteve o valor “104 cm3". Por

esses motivos, atribui-lhe o tipo de formalidade B.
Para exemplificar uma resolucdo de nivel de complexidade 3C e tipo de formalidade B,

apresento na figura 14 a resolucdo do Tomé.
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Figura 14: Resolugao do Tomé na Questdo 1.2 da Ficha de trabalho B
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E possivel observar que ao contrario da resolugdo anterior, este aluno recorre a
propriedades e procedimentos matematicos para justificar todos os valores obtidos, pelo que
atribui o nivel 3C de complexidade. Na formalidade, apesar de ter indicado que as piramides
[ABCDV] e [EFGHV] sdo regulares para justificar as coordenadas dos pontos O e P, a
justificacdo so seria formal e completa se tivesse explicitado que por ser uma piramide regular,
a altura da pirdmide corresponderia a distancia do vértice V ao centro da base [ABCD].
Adicionalmente, também deveria ter assinalado que a piramide [EFGHV] é regular, por esta ter
sido obtida através da intersecdo de um plano paralelo & base [ABCD]. Assim, por ter deixado

esses elementos implicitos, atribui o tipo de formalidade B.

5.2.2 Ac¢des do Professor e Dificuldades dos alunos

Na presente questdo, os alunos revelaram compreender o comportamento dos vetores ao
longo das arestas da pirdmide, mas manifestaram dificuldades em utilizar conhecimento prévio
durante as suas justificacbes. Segundo o que pude constatar, na percecdo dos alunos, quando
existe algo que considerem o6bvio, ou facilmente visivel, por estar relacionado a conceitos de
anos de escolaridade anteriores, ficam na divida se devem explicitar esse conhecimento, porque
ndo querem que a sua resolucdo fique demasiado extensa. Outra dificuldade, associada a
anterior, é a nitida falta de pratica na forma como devem estabelecer conexdes entre diferentes
temas, pois como negligenciam constantemente o que consideram dbvio, quando séo solicitados
a justificar usando esse conhecimento, ficam na duvida de quais os termos mais adequados para
fazé-lo. Estes dois motivos conduziram que a maioria das justificacbes fossem de nivel 2 de

complexidade, e tipo de formalidade B na sua totalidade.

A respeito das trés fases da aula abrangidas por esta ficha, na introducdo notei que os
alunos estavam mais atentos enquanto esclarecia o enunciado das questbes, comparativamente
com a ficha anterior. Durante a realizagdo da ficha, comecei por fazer questdes de inquiricdo
para incentiva-los a explicarem como obtiveram as coordenadas do ponto O e P, pois nenhum
grupo, inicialmente, tinha explicitado como determinou esses elementos. Porém, a meio do
tempo fornecido para a resolucdo, as questdes passaram a ser mais de focalizacdo, de modo a
direcionar os alunos a perceber que a justificacdo passa pelo facto da pirdmide ser regular. No
momento de discussdo coletiva, como nenhum aluno explicitou todas as propriedades para uma
justificacdo valida e completa, as minhas acgdes consistiram, principalmente, em informar e

guiar, como pode ser verificado no seguinte excerto:

Professor: (..) Reparem, qual a diferenca entre uma pirdmide obliqua e reta?
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Aluno 1: A obliqua é mais deitada...

Professor: Mas 0 que isso significa em termos de altura, quando precisam de calcular a
altura de uma piramide obliqua e reta, quais sdo as diferencas?

Aluno 2: Na reta...da para ver dirctamente a altura

Professor: Sim, mas entdo numa piramide reta vocés conseguem obter a altura
calculando a diferenca desde o vértice da pirdmide até ao centro da base, e numa pirdamide
obliqua?

(...)

Professor: Percebido a diferenca, j& sabemos que qualquer pirdmide regular é reta.
Agora, onde é que isso nos pode ajudar a apresentar uma justificacdo completa?

Assim, foi necessario sugerir e apoiar constantemente os alunos para perceberem o
porqué de uma justificacdo com base na percec¢do visual da figura ndo poder ser valida para este
caso, pois existe uma sequéncia légica de inferéncias que conduzem a justificacdo das

coordenadas dos pontos, e esta ndo foi apresentada.

5.3. Ficha de trabalho C

Para a andlise da ficha de trabalho C, selecionei as duas primeiras alineas da questao 1, e

as trés tltimas alineas da questéo 2.

5.3.1. Questdo 1. —alinea a)

a) Existe uma Unica equacéo vetorial para a reta que tem a diregcdo de ii e
que passa em A? Justifica.

Figura 15: Questdo 1a) da Ficha de trabalho C

Nesta questdo, quase todos os alunos justificaram a sua resposta com recurso a
contraexemplos, pelo que atribui o nivel de complexidade 3A. Os restantes justificaram
dedutivamente, recorrendo a defini¢do e propriedades da equacéo vetorial.

Tabela 10: Niveis de complexidade das justificacfes na Questdo 1a) da Ficha de trabalho C

Q(l::?ifqa: dl:l) Niveis de complexidade resl\(l)?\?eu
trabalho C) 0 1 2 3A 3B 3C

N° de alunos 20 6

Percentagem 76,9% 23,1%
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Quanto a formalidade, a diferenca entre a quantidade de alunos que apresentou uma
justificacdo formal incompleta e completa foi menor relativamente as questdes das fichas

anteriores.

Tabela 11: Tipos de formalidade das justificacbes na Questdo 1a) da Ficha de trabalho C

ao 1 . . « «
Que_stao 3) Tipos de formalidade Néo Néo
(Ficha de atribuivel resolveu
trabalho C) A B C
N° de alunos 16 10
Percentagem 61,5% | 38,5%

Inicio a exemplificagdo com a resolu¢cdo do Anténio, que atribui o nivel de
complexidade 3C e tipo de formalidade C (Figura 16).
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Figura 16: Resolugdo do Antonio na Questdo 1a) da Ficha de trabalho C

O Antoénio refere explicitamente que uma reta pode ser representada por equacgdes
vetoriais que se diferem no ponto e no vetor, desde que o ponto “faca parte da reta” e os
“vetores diretores utilizados sejam colineares” entre si. Portanto, o aluno justifica de forma
dedutiva, formal e completa, por isso a atribuicdo do nivel de complexidade 3C e o tipo de
formalidade C.

Comparando com a resolucdo da Margarida (Figura 17), que também formulou uma
justificacdo com o mesmo tipo de formalidade que o Anténio, mas com o nivel de
complexidade 3A, pode-se observar que a aluna estd ciente do facto de que ha infinitas
maneiras de escrever uma equacéo vetorial para representar uma reta, mas a forma como decide
justificar essa afirmacdo é apresentando trés equacdes vetoriais que representam a mesma reta,
e que sO diferem no vetor diretor escolhido. Assim, a Margarida esta a recorrer a
contraexemplos (complexidade 3A) e apresenta, a semelhanca do Antonio, uma justificacdo
formal e completa, uma vez que a aluna além de escrever os contraexemplos, também esclarece

do que se tratam.
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Figura 17: Resolucdo da Margarida na Questdo 1a) da Ficha de trabalho C

Com o mesmo nivel de complexidade da justificacdo da Margarida, mas com um tipo de

formalidade inferior, exponho a resolucéo do Paulo (Figura 18).
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Figura 18: Resolucéo do Paulo na Questdo 1a) da Ficha de trabalho C

Como se pode observar, fica subentendido que a ideia do Paulo foi apresentar um
contraexemplo, mas ndo indicou qual a sua resposta final, e ndo atribuiu qualquer significado as
suas equac0es vetoriais, por isso considero uma justificacdo incompleta, tipo B de formalidade.
No entanto, durante a discussdo coletiva, este aluno conseguiu rapidamente explicar o seu

raciocinio:

Professor: Consegues explicar-me o que significa aquele “X”?

Paulo: E o ponto X... o que eu fiz foi escrever duas equagdes vetoriais, uma com o
ponto A e outra com o ponto X.

Professor: E escreveste duas equagdes vetoriais com pontos diferentes por qué?

Paulo: A pergunta fala sobre s6 haver uma, e eu consegui escrever duas equacfes para
aquela reta.

Professor: E achas que esta percetivel que foi essa a tua ideia?

Paulo: Ah... eu na proxima explico melhor.

Esta situagdo evidencia como sdo importantes estes momentos de discussdo coletiva,

pois ndo s6 constituem uma oportunidade para o aluno esclarecer o seu raciocinio, como
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também permitem ao professor compreender com maior facilidade quais foram as dificuldades
do aluno. Neste caso, senti que inicialmente este aluno teria alguma dificuldade em exprimir-se,

mas depois da discussdo, senti que era apenas necessario incentivar mais este aluno a dar
sentido as suas justificacoes.

5.3.2. Questédo 1. - alinea b)

b) Escreve uma condi¢do que defina o segmento de reta [AB] e averigua
se o ponto P de coordenadas (-5, 3, —3) pertence a [AB].
Figura 19: Questdo 1b) da Ficha de trabalho C

Todos os alunos que resolveram esta questdo apresentaram uma justificacdo dedutiva,
baseada em propriedades e procedimentos, por isso foi-lhes atribuido o nivel de complexidade

3C. Em relagdo a formalidade, a categoria mais predominante ja foi o tipo C.

Tabela 12: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1b) da Ficha de trabalho C

Q(L::E;Ztha:élf) Niveis de complexidade N?.O
trabalho C) 0 1 2 | 3A | 3B | 3c | 'OVeu
N° de alunos 26
Percentagem 100%

Tabela 13: Tipos de formalidade das justificacfes na Questdo 1b) da Ficha de trabalho C

tédo 1b . . ~ <
Que_s 80 1b) Tipos de formalidade Né&o Né&o
(Ficha de atribuivel resolveu
trabalho C) A B C
N° de alunos 6 20
Percentagem 23,1% | 76,9%

Com o nivel de complexidade 3C e tipo de formalidade C, inicio com a resolugdo da
Clara (Figura 20).
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Figura 20: Resolugdo da Clara na Questéo 1b) da Ficha de trabalho C

E notorio que, apesar de no inicio da resolucdo ser possivel identificar um erro de
notacdo e na defini¢do do intervalo do parametro k, a aluna evidencia todo o seu processo de
raciocinio de modo formal e completo, recorrendo a propriedades e procedimentos da equacgéo
vetorial e do sistema de equagOes paramétricas da reta. Desta forma, considero fundamentado o
nivel de complexidade e o tipo de formalidade atribuido.

Ao compararmos a resolucao do Fabio (Figura 21), que seguiu um padrdo semelhante de
formalidade, podemos notar que este aluno emprega a mesma estratégia.
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Figura 21: Resolucéo do Fabio na Questdo 1b) da Ficha de trabalho C
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No entanto, 0 motivo apresentado do porque do ponto P ndo pertencer ao segmento de
reta [AB], se baseou na negatividade do valor de k, ao invés de se referir ao facto de que o valor
de k nédo pertence ao intervalo definido na equacéo vetorial.

Estas duas resolucGes foram comparadas durante a discusséo coletiva:

Professor: Fabio, ja vimos pela resolucdo da Clara que o seu intervalo teria que ser [-
1,0], achas que no caso dela o ponto P ja podia pertencer, ja que o problema € o k ser negativo?
Fabio: Néo (...) € que como costumo ver o intervalo [0,1] entdo achei que podia ser
assim (...) mas como na resolucdo anterior vimos que o intervalo seria [-1,0] usando o ponto B,

entdo percebi que o kK menor que 0 ja ndo fazia sentido.

Considerei importante registar esta parte da discussdo, pois senti que ela foi
esclarecedora para a turma. Mesmo com os erros identificados, ficou evidente o raciocinio
adotado, o que facilitou significativamente a compreensdo dos conceitos matematicos
abordados no exercicio.

Com uma justificacdo de tipo de formalidade B, mas com uma estratégia alternativa,

apresento a resolucdo do Gabriel (Figura 22).

Figura 22: Resolucéo do Gabriel na Questdo 1b) da Ficha de trabalho C

O Gabriel recorreu as equagdes paramétricas, mas carece de uma fundamentacdo mais
completa, uma vez que o aluno nédo explicita quais as coordenadas do ponto P, o que ndo torna

imediatamente evidente aquilo a que se refere com a expressao “nao se aplica”.

64



5.3.3. Questado 2 —alinea d)

2. Indica, justificando, o valor l6gico das seguintes afirmacgdes:

d) Se os vetores AB e BC s3o colineares, entdo os pontos A,Be(C
pertencem a mesma reta.
Figura 23: Questdo 2d) da Ficha de trabalho C

Esta alinea, como referido no capitulo 3, tinha como objetivo os alunos compreenderem

a relacdo entre os vetores colineares e 0s pontos da reta que 0s representam, e os conduzir a
I6gica associada ao método de reducgdo ao absurdo.

Tabela 14: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 2d) da Ficha de trabalho C

Q(l::?ztha: jed) Niveis de complexidade re;l)z;i\(;eu
trabalho C) 0 1 2 3A 3B 3C

N° de alunos 20 4 2

Percentagem 76,9% | 15,4% 7,7%

Tabela 15: Tipos de formalidade das justificacfes na Questéo 2d) da Ficha de trabalho C

téo 2d . . ~ <
Que_s 80 2d) Tipos de formalidade Né&o Né&o
(Ficha de -
trabalho C) A B c atribuivel resolveu
N° de alunos 2 22 2
Percentagem 7,7% | 84,6% | 7,7%

Como podemos observar pelas tabelas que apresentam o resumo geral dos niveis de
complexidade e tipos de formalidade das justificagdes, grande parte dos alunos justificou com

base na evidéncia empirica e de modo formal, mas incompleto.

Em seguida, exemplifico os diferentes niveis de complexidade e os tipos de formalidade
constatados.
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Figura 24: Resolucédo da Clara na Questdo 2d) — Ficha de trabalho C

65



Esta resolucdo foi a mais comum, onde os alunos para justificar a veracidade da
afirmacgédo, comentaram que 0s vetores tinham um ponto em comum, que em termos de rigor
matematico € incorreto, pois, 0s pontos representam os vetores, ndo os definem. Nesse sentido,
0 mais correto seria dizer que a origem ou a extremidade de um dos vetores coincide com a
origem ou extremidade do outro. Adicionalmente, a Clara esquece de mencionar a palavra
“pontos”, antes de “pertengam a mesma reta”, o que torna a justificacdo incompleta, e por isso
atribui o tipo B de formalidade. O que mais condicionou a justificacdo desta aluna, e de todos
os alunos que aplicaram 0 mesmo tipo de argumento, foi partir da percecédo visual (nivel de
complexidade 2) de que se a extremidade de um vetor coincidir com a de outro, entdo os

vetores sdo colineares, o que é falso, pois basta observar o seguinte contraexemplo:

Figura 25: Representacdo de contraexemplo dos vetores AB e BC

Em que a extremidade do vetor AB coincide com a origem do vetor BC, e nio sio
vetores colineares. Esta situacdo corrobora com a tendéncia documentada em trabalhos
anteriores (Ponte, 2007; Ponte, Mata-Pereira & Henriques, 2012), de que os alunos ndo sentem
a necessidade de testar as suas afirmagdes, 0 que conduziu esta aluna a uma justificacdo
invalida.

Com o mesmo nivel de complexidade, mas com um tipo de formalidade inferior,

apresento a resolucdo do David (Figura 26):

Figura 26: Resolucdo do David na Questdo 2d) da Ficha de trabalho C

Como se pode observar, em termos de rigor matematico, o David utiliza diversas
expressdes que ndo se podem considerar uma utilizacdo correta da linguagem matematica,
como, por exemplo, referir-se a extremidade do vetor AB por o “altimo do vetor AB”,
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mencionar que os vetores “estdo de seguida”, e sugerir que como os vetores “pertencem a
mesma reta”, entdo os pontos em causa pertencem a mesma reta. Portanto, considero que ¢
nitido que além da dificuldade de compreender que pontos ndo definem vetores, e que vetores
ndo pertencem a retas, a justificacdo deste aluno trata-se de uma transcri¢ao, por palavras suas,
da percecdo que obteve da situacdo. Este uso inapropriado de expressdes que confundem o
leitor, e a maneira percetual como justifica a veracidade da afirmacéo, leva a classificar a sua
justificacdo com o nivel de complexidade 2 e tipo de formalidade A.

Como exemplo do nivel de complexidade 3C e tipo de formalidade C, encontra-se a

resolucéo feita pelo Rui (Figura 27):
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Figura 27: Resolucdo do Rui na Questéo 2d) da Ficha de trabalho C

A respeito desta resolucdo, o Rui justifica a veracidade da afirmacéo, relacionando as
propriedades da colinearidade de vetores com a classificacdo de retas de acordo com 0s pontos
que tém em comum, e por isso atribui o nivel de complexidade 3C. Quanto a formalidade,
considero que o aluno referiu explicitamente e de maneira formal todo o seu raciocinio, e desse
modo, atribui o tipo de formalidade C. Desta forma, considero esta resolucdo mais adequada
que as anteriores, visto que apesar de também mencionar que os vetores t€tm um ‘“ponto em

comum”, o aluno consegue concluir que os pontos A, B e C pertencem a mesma reta,
percebendo que os vetores ao serem colineares e a extremidade AB coincidir com a origem de

BC, entdo a reta que contém os pontos A e B ndo pode ser paralela a reta que contém os pontos
B e C, tém que ser coincidentes.

A resolucdo a seguir (Figura 28) é apresentada como exemplo do nivel de complexidade
3A, sendo classificada com a formalidade mediana:
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Figura 28: Resolucdo da Claudia na Questéo 2d) — Ficha de trabalho C

A Claudia apresenta uma justificacdo que pode ser considerada uma tentativa de reducao
por absurdo, e saliento a palavra “tentativa”, pois 0 que a aluna deveria ter explicado era se
seria possivel os pontos em causa ndo pertencerem a reta, e os vetores continuarem a serem
colineares. Em vez disso, a aluna cita “mas caso estes vetores ndo fossem colineares esta
afirmacao ndo seria verdadeira”, ou seja, a aluna sugere que a afirmacdo original é verdadeira,
porque a seguinte afirmagdo: “Se os vetores AB e BC sdo ndo colineares, entio 0s pontos
A,B e C pertencem a mesma reta.” ¢ falsa. Esta justificacdo ndo respeita as propriedades da
implicacdo, pois provar que ~p = q € falso, ndo é equivalente a provar que p=>gq €
verdadeiro. No entanto, a sua justificacdo baseia-se em principios 16gicos, 0 que me permite a
classificar com o nivel de complexidade 3A. Em termos de formalidade, fica implicito que a
estratégia da aluna seria uma prova por reducdo ao absurdo, mas carece da sequéncia logica
apropriada, por isso Ihe atribui o tipo de formalidade B.

A discussdo destas resolucdes foi realizada na ficha de trabalho D — Parte I, por isso a
apresentacdo de excertos da discussdo coletiva e respetivos comentarios serd realizada na

proxima ficha.
5.3.4. Questdo 2 — alinea e)

2. Indica, justificando, o valor l6gico das seguintes afirmacgdes:

e) Sabendo que os pontos A, B e C pertencem a mesma reta, entao [ [
os vetores AB e BC sao colineares.

Figura 29: Questdo 2e) da Ficha de trabalho C
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Esta alinea trata-se do reciproco da afirmacdo presente na alinea anterior, e tinha como
objetivo averiguar se os alunos compreendiam a diferenca entre as afirmacoes e se utilizavam

um tipo distinto de justificacao.

Tabela 16: Niveis de complexidade das justificacbes na Questdo 2e) da Ficha de trabalho C

Q(lIJ:ei(s:L?dz:) Niveis de complexidade N?o
trabalhoC) [ 0 | 1 | 2 | 3A [3B | 3C | oo
N° de alunos 4 22
Percentagem | 15,4% 84.6%

Tabela 17: Tipos de formalidade das justificacfes na Questao 2e) da Ficha de trabalho C

téo 2 . .
ngs 40 2€) Tipos de formalidade Néo Néo
(Ficha de ibuivel I
trabalho C) A B C atribuive resolveu
N° de alunos 22
Percentagem 100%

Como as tabelas indicam, quatro alunos ndo apresentaram justificacdo e os restantes
conseguiram justificar com base em propriedades ou procedimentos. Na formalidade, no
entanto, de todos os que justificaram, nenhum conseguiu apresentar uma justificacdo formal e
completa.

Dos alunos que apresentaram uma justificacdo de nivel de complexidade 3C, apresento a

resolucdo do Alexandre (Figura 30).

&t 1 4 : = 4__»\ =ty ———— e N . — |
! k-) (Wmp b3 J._‘».—uxir_';.JBBI_@;._RL_;%:% vglogels diReloded Dl e DL
I IT0. N (g",.o;o Ob N ot th K ,{66‘ ‘-Jt.'-i'v‘ leg Q. RO |

t
Figura 30: Resolucdo do Alexandre na Questdo 2e) — Ficha de trabalho C

O Alexandre, partindo do facto dos pontos A, B e C pertencerem a mesma reta, afirma

que os vetores AB e BC sio vetores diretores da reta, e como tal tém de ser colineares. Este
aluno recorre a definicdo e as propriedades da equacdo vetorial de uma reta e da colinearidade
de vetores, pelo que atribui o nivel de complexidade 3C. Quanto a formalidade, considero que o
aluno deveria ter referido explicitamente por que conclui que AB e BC sio “vetores diretores da
mesma reta”, e como tal, foi-lhe atribuido o tipo de formalidade B.

Quanto as resolucbes sem justificacdo, apresento a resolugdo do Féabio (Figura 31).
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Figura 31: Resolucdo do Fabio na Questdo 2e) da Ficha de trabalho C

O Féabio, como se pode observar, comete a falacia de sugerir que os pontos tém a mesma
direcdo, em vez de serem os vetores. Contudo, embora com essa corre¢do, a sua justificacéo
continuava a ser, quase que uma cépia da propria afirmacdo da alinea, por isso atribui o nivel de
complexidade 0. Em seguida, apresento um excerto do didlogo com este aluno durante a

discussao coletiva:

Fabio: Ah...esqueci s6 de escrever os vetores.

Professor: E por ndo teres escrito os vetores, como achas que fica a tua justificacdo?

Fabio: ...

Um outro aluno: Nao fica valida, porque ele da a entender que sdo os pontos que tém
uma diregéo.

Fabio: Ah sim, mas pronto apenas esqueci.

Note-se como, apesar de ndo ter conseguido responder a pergunta, o aluno ainda
continua a classificar o seu erro como um mero esquecimento, em vez de refletir mais sobre a
validade da sua justificacdo. Perante esta situacdo, decidi incentivar o aluno a apresentar uma

justificacdo alternativa:

Professor: Repara, qual a diferenca entre 0 que escreveste e 0 que ja vem escrito na
alinea?

Fabio: Entdo... Se os pontos pertencem a mesma reta...[enquanto faz gestos com as
maos a indicar o desenho de uma reta] é 6bvio que os vetores, como sdo formados por aqueles
pontos...ou sdo representados por aqueles pontos...sejam colineares. ..

Professor: Agora ja apresentaste um dado novo, ja referes que se deve aos vetores terem
como extremidades os pontos do enunciado, e se isso era obvio, porque ndo incluiste na tua
justificagdo?

Féabio: Por que... ndo sabia como devia escrever isso...

O aluno, quando desafiado, ja consegue aproximar-se de uma justificacdo adequada, que
ndo emerge diretamente da questdo da ficha, mas sim a partir das questdes diretas do professor

e das contribuicGes parciais dos seus colegas. Esta situagao revela como as discussdes coletivas
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tém o potencial de convidar e guiar o aluno a desenvolver o seu raciocinio matematico, quando

a ficha de trabalho por si s6 ndo alcanca esse objetivo.

5.3.5. Questdo 2 — alinea f)

2. Indica, justificando, o valor légico das seguintes afirmacées:

f) Se os vetores AB e CD s&o colineares, 0s pontos A,B,CeD
pertencem a mesma reta.

Figura 32: Questdo 2f) da Ficha de trabalho C

Nesta alinea, a maioria dos alunos ndo apresentou dificuldades, sendo a justificacdo
mais comum a representacao visual de um contraexemplo. Dos alunos que tentaram justificar
recorrendo a propriedades de retas e vetores, revelaram desconhecer que nao é devido aos
pontos que representam os vetores AB e CD serem distintos, que significa obrigatoriamente que

os pontos A, B, C e D ndo podem pertencer & mesma reta.

Tabela 18: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 2f) — Ficha de trabalho C

Q(Lé?iﬁ?dzef) Niveis de complexidade . ;\(I)?\(/)eu
trabalho C) 0 1 2 3A 3B 3C

N° de alunos 22 4

Percentagem 84,6% 15,4%

Tabela 19: Tipos de formalidade das justificacBes na Questdo 2f) da Ficha de trabalho C

57 _ _

Questao 21) Tipos de formalidade Nao Nao
(Ficha de atribuivel | resolveu

trabalho C) A B C

N° de alunos 26

Percentagem 100%

Inicio a exemplificacdo das situacdes ocorridas, com a resolucdo do Tiago (Figura 33).
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Figura 33: Resolucdo do Tiago na Questao 2f) da Ficha de trabalho C
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Nesta resolucdo, o aluno apresenta trés contraexemplos (nivel de complexidade 3A), e
refere explicitamente e de forma completa (tipo de formalidade C), que os vetores serem
colineares, ndo significa necessariamente que os pontos tém de pertencer a mesma reta. A
palavra que considero mais importante nesta resolugdo ¢ o “podem”, pois o aluno revela
compreender que a primeira proposicdo, ndo implica a veracidade da segunda, mas que €
possivel os vetores AB e CD serem colineares, e 0s pontos A, B, C e D pertencerem a mesma
reta, ao contrario do que afirmam alguns dos seus colegas.

Comparando com a resolucdo do Luis (Figura 34), que é o espelho de todas as
resolucdes a qual atribui o nivel de complexidade 3C, as resolucdes deste nivel de
complexidade partem do pressuposto de que como os vetores sdo colineares e ndo tém “pontos
em comum”, entdo os pontos que Ndo pertencem a mesma reta, tém que obrigatoriamente
definir duas retas paralelas. Existe aqui uma clara confusdo no uso das propriedades das retas e
dos vetores, aléem da utilizacdo inapropriada de termos, tal como sugerir que os vetores tém

pontos em comum, posto que 0s pontos representam os vetores, nao lhes pertencem.
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Figura 34: Resolugdo do Luis na Questdo 2f) da Ficha de trabalho C
5.3.6 A¢0es do Professor e Dificuldades dos alunos

Na questdo 1.a) os alunos ndo evidenciaram dificuldades em compreender que para
refutar a afirmacdo podiam usar contraexemplos (nivel 3A), tendo esta sido a estratégia adotada
pela maior parte dos alunos. Quanto a formalidade, apesar de ter havido 61,5% de justificacdes
formais incompletas, bastou, principalmente a acdo de convidar para os alunos, em discurso
oral, imediatamente completarem a sua justificacao.

Na questdo 1.b) as Unicas dificuldades foram as retratadas com as resolucdes da Clara e
do Fabio, ambas relacionadas as propriedades do intervalo definido para o parametro k. Na
comparacdo das resolucdes, visto que as dificuldades estavam conectadas, apenas foi necessario
guiar os alunos a observarem as semelhancas e diferencas, 0 que conduziu a uma rapida
identificagdo dos erros e a uma melhor compreenséo dos conceitos matematicos abordados no
exercicio. Destaco ainda, uma grande melhoria na clareza como apresentaram o seu raciocinio,

visto que 76,9% dos alunos realizaram uma justificagcdo formalmente completa.
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Na questdo 2.d), todos os alunos tinham nocdo que o valor légico da afirmacdo era
verdadeiro, mas foram poucos 0s que conseguiram distanciarem-se das perce¢fes visuais para
conseguir justificar a sua resposta. Isto conduziu a varias resolucdes, em que a justificacdo se
tratava da propria afirmacdo, ou de uma descricdo da percecdo que obtiveram da situacédo, por
vezes escrita com pouco rigor matematico.

Na questdo 2.e), 0 motivo de todas as justificacOes apresentadas serem classificadas com
o tipo B de formalidade, foi nenhum aluno ter explicitado na sua justificagdo que os vetores AB

e BC eram vetores diretores da mesma reta, porque tinham como extremidades os pontos do
enunciado. No entanto, no momento de discussdo coletiva, até um aluno que ndo tinha
apresentado uma justificacdo valida por escrito, conseguiu oralmente, quando desafiado e
apoiado pelos seus colegas, abordar o elemento da situagdo que foi a causa da incompletude de
todas as justificacoes.

Na questdo 2.f), ndo houveram dificuldades a destacar, tanto os alunos que apresentaram
uma justificacdo com base em principios ldgicos, como 0s com base em propriedade ou
procedimentos, conseguiram realizar uma justificacdo formalmente completa. Assim, na
discusséo, apenas desafiei os alunos a serem eles a destacar as semelhancas e diferencas entre
resolucdes, e conseguirem o fazer com pouco esforco.

Na introducdo da presente ficha de trabalho, como na perspetiva dos alunos, todas as
questbes pareciam a partida de resposta simples, nenhum aluno colocou questdes neste
momento. Durante a realizacdo da ficha, a questdo 1.a) e a questdo 2.d) foram as que mais
alunos chamaram a minha atencdo, para saberem se a sua justificacdo estava correta, 0 que me
levou a responder com questfes de confirmacédo, ou de inquiricdo, dependendo da validade da
justificacdo. No momento da discussdo coletiva foi a comparacéo entre resolugdes, auxiliada
com as acOes de guiar e desafiar, que mais ajudaram os alunos a superar as suas dificuldades

quanto aos conceitos empregues e na formulacéo de justificacdes.

5.4. Ficha de trabalho D — Parte |

A ficha de trabalho D — Parte | possui quatro questdes. Nas duas primeiras os alunos
tinham que interpretar as resolugdes que ja comentei na questdo 2.d) da ficha de trabalho C, e
classificar as justificacdes presentes com as expressdes enunciadas, como se pode observar pela

seguinte figura:
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Questoes

1. Qual das resolugdes A, B, C ou D, consideras que apresenta uma
melhor fundamentacao? Justifica a tua resposta.

2. Classifica cada uma dessas justificacdes, utilizando as expressdes: “ndo
valida®, “incompleta”, “completa”, e ordena-as de 1 a4, em que 1 é nao
valida e 4 é a mais completa. Fundamenta a tua resposta

"W

Figura 35: Questdes 1 e 2 da Ficha de trabalho D — Parte |

As outras duas questdes estavam relacionadas com as resolucdes de cada aluno, onde
tinham que avaliar a sua propria justificacdo e considerar maneiras de aprimora-la, se

necessario.

Revé agora a justificagdo do teu grupo.
3. Consideras que & uma justificacao valida? Porqué?

4. Caso nao consideres a justificacédo do teu grupo valida e/ou completa,
explica como a poderias melhorar.

Figura 36: Questdes 3 e 4 da Ficha de trabalho D — Parte |
5.4.1. Questao 1

Comecando pela primeira questdo (Figura 35), dos vinte e seis alunos autorizados a
participar no estudo, dezoito alunos optaram pela resolucdo D, e oito alunos escolheram a
resolucédo A.

Um exemplo do motivo da resolucdo A, ter sido a segunda mais escolhida, encontra-se

na resolucdo do Méario (Figura 37).
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Figura 37: Resolucéo do Méario na Questdo 1 da Ficha de trabalho D — Parte |

A fundamentacdo do Mario, apesar de ser insuficiente por citar que na resolucdo A sao
explicadas todas as razbes e ndo salientar quais, apresenta o motivo pelo qual tantos alunos
consideraram esta resolu¢do com a melhor justificacdo: o facto de ter explicado o “caso

contrario”.
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Portanto, quando os alunos escolheram a resolugdo A como a que tem melhor
fundamentacdo, consideraram que quando a Claudia (autora da resolucdo A) explicou que
~p = q € falso, ela estaria a explicar o “caso contrario”, ¢ que isso seria equivalente a justificar
a veracidade do caso original (p = q). Esta dificuldade, no entanto, é compreensivel, visto que
0 dominio da logica e teoria dos conjuntos ndo é um contedo obrigatério a lecionar, por ndo
fazer parte das Aprendizagens Essenciais do 10.° ano de Matematica. Contudo, os autores da
resolucdo A e os oito alunos que a apoiaram, constituem um exemplo de como os alunos
tendem a aplicar processos légicos de maneira intuitiva nas suas justificagbes, com a percecéao
de que isso lhes permite formular uma justificacdo valida, mas depois desconhecem as
propriedades envolvidas.

Em seguida, irei destacar alguns excertos da discussdo coletiva com os autores da

resolucdo A e com os alunos que a escolheram, em resposta a questéo 1 desta ficha.

Professor: (...) Vi que foram varios alunos que escolheram esta resolucéo, entdo porque
a escolheram?

Aluno 1: Porque explica que ndo poderia ser de outra forma... a afirmagdo tinha de ser
verdadeira.

Professor: E onde € que interpretaram na resolucdo que nao poderia ser de outra forma?

()

Aluno 2: Quando € dito que se os vetores ndo fossem colineares ja ndo dava.

Professor: Entendi. Mais alguma raz&o?

Aluno 2: Ah...além de ter falado do contrario... na resolucdo também esta ilustrado com

0s desenhos, o que queriam dizer.

Neste momento, é nitido, que quem optou pela resolucdo A, achou que nela estava a ser
aplicada a légica associada ao método de reducdo ao absurdo, pois na opinido dos alunos, na
resolugdo A, estava a ser explicado que a afirmacgdo tinha de ser verdadeira, porque ao
“contrario” seria falsa. As ilustragdes referidas pelo Aluno 2, de facto, representam o que foi
anteriormente escrito em linguagem natural, mas a transi¢cdo da representacdo verbal para a
visual, néo torna a justificacdo adequada.

Enunciadas as raz6es do porqué de alguns alunos terem optado pela resolucdo A, pedi a

autora da resolucédo para explicar o seu raciocinio:

Claudia: (...) Entéo, eu expliquei verbalmente e geometricamente porque a afirmacéo
tinha de ser verdadeira.
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Professor: Sim, isso eu percebi, mas diz-me porque é que se 0s vetores ndo forem
colineares a afirmacgdo ja ndo € verdadeira.

Claudia: Isso esta no segundo desenho [enquanto aponta para ele] ... aqui estdo dois
vetores ndo colineares, e como ndo tém a mesma direcdo, 0s pontos ndo vao pertencer a mesma
reta.

Professor: Muito bem, todos perceberam isso? [alunos concordando com a cabega] Mas
como ¢ que isso prova que a afirmagdo... que copiei de novo para esta ficha, ¢ verdadeira?

Claudia: Ah... deixe pensar um bocadinho.

(...)

Claudia: Isto é, aquilo que os meus colegas disseram ha pouco... como ndo d& ao
contrario... entdo ¢ tem que ser verdadeira...

Professor: E o que seria o contrario da afirmacéo original?

Claudia: Pois... acho que ndo foi aquilo que fiz

(...)

Professor: Alguém que tenha escolhido a resolucdo A, o0 que seria 0 contrario da
afirmacéo original?

(...)

Professor: Bom... e 0s restantes, alguém sabe dizer qual seria o contrario?

Aluno 3: O contréario ndo seria inverter a ordem? (...) Tipo, provar que se 0s pontos nao
pertencerem a mesma reta, entao os vetores sao ndo colineares?

Professor: Exatamente, muito bem, era onde queria que vocés chegassem...

Durante esta discussdo, percebe-se que a Claudia, efetivamente, tinha como objetivo
chegar numa contradi¢do para provar a veracidade da afirmag&o, mas por desconhecimento do
processo, ndo 0 conseguiu fazer. A palavra “contrario”, casualmente usada pelos alunos, trata-
se da negacdo da implicagdo (~(p = q)), e ndo foi isso que ficou justificado, quanto muito,
apenas se abordou a inversdo da afirmacdo (~p = ~q). Porém, considero relevante salientar,
que quando solicitei aos alunos para clarificar o significado de “contrario”, estes comegaram a
duvidar se tinham interpretado bem a resolucéo, ou se apenas tinham entendido a intengéo, e a
escolheram por impulso.

Depois desta discussdo, como ndo era minha intencdo aprofundar-me no dominio da
I6gica, apenas foi explicado a diferenca entre negar e inverter uma implicacdo, e pedi aos
alunos para compararem a resolugcdo A com a resolugéo escrita na figura 6, de modo a abordar

brevemente o método de reducdo ao absurdo.
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A respeito dos alunos que optaram pela resolugdo D, pode-se observar a resolucdo da
Marina.

Figura 38: Resolucéo da Marina na Questdo 1 da Ficha de trabalho D — Parte |

A Marina, assim como todos os alunos que escolheram a resolucdo D, conseguiu
interpretar corretamente a justificacdo: devido aos vetores serem colineares, as retas que
continham os pontos que representavam esses vetores, ou eram paralelas ou coincidentes, como
a extremidade de um dos vetores coincidia com a origem do outro, entdo as retas eram,

necessariamente, coincidentes.

5.4.2. Questao 2

Quanto a discussdo, como observei que nos dezoito alunos que selecionaram esta
resolugdo, ndo houve dificuldades na interpretacdo, decidi introduzir a discussdo coletiva da
questdo 2 e verificar se havia algum aluno que ndo tinha percebido a resolucdo D, e por essa
razdo tivesse escolhido a resolucdo A como aquela com melhor fundamentacdo, mas para
espanto meu, isso ndo aconteceu. Quem considerou a justificacdo “A” como a mais completa,
classificou a justificacdo “D” como completa, sendo que a unica diferenga apontada foi que na

resolugdo A haviam duas ilustracfes, tal como refere a aluna Bruna (Figura 39):
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Figura 39: Resolucdo da Bruna na Questdo 2 da Ficha de trabalho D — Parte |

O destaque que deram a esta diferenca, revela como os alunos valorizam as conexdes
entre representacGes matematicas, como uma forma de tornar o discurso matematico mais claro.
Portanto, ndo sdo apenas os Professores que caracterizam o uso e a relagdo entre representagdes
matematicas de particular importancia (NCTM, 2017), os alunos também compreendem que

utilizar multiplas formas de representacdo os apoia na justificacdo do seu raciocinio.
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Em relacdo a quem optou pela “D” como a mais completa na questéo 2, houve alunos
que consideraram a justificacdo na “A” como incompleta e outros como invalida. Dos que a

classificaram como incompleta, a razdo foi que na primeira frase da resolucéo faltou mencionar

que os vetores eram colineares, ou seja, deveria ser: “...como os vetores AB e BC sio
colineares tém o ponto B em comum...”. Pois, sem esta men¢ao, segundo os alunos, haveria
um “salto 16gico”, porque, em seguida, na resolugdo ¢ referido, “mas caso estes vetores nao
fossem colineares...”. Sobre quem categorizou como invalida, que foram trés alunos, apenas
comentaram gque ndo compreendiam se na resolucdo A estava justificado para vetores colineares
ou para vetores nao colineares. Eu considero ambas as opinifes legitimas, até porque as duas
estiveram implicitamente presentes na discussdo sobre a resolucéo A.

A respeito das justificaces presentes nas resolugdes B e C, estas foram unanimemente
classificadas como “ndo validas”. O motivo apresentado para a categorizacdo da “B” esta
exemplificado nas resolugdes da Isabel e do Gabriel (Figuras 40 e 41), como se pode verificar
ambos mencionam, corretamente, que ndo é por a extremidade de um vetor coincidir com a
origem de outro, que permite dizer que os vetores sdo colineares.
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Figura 40: Resolugdo da Isabel na Questdo 2 da Ficha de trabalho D — Parte |
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Figura 41: Resolucdo do Gabriel na Questéo 2 da Ficha de trabalho D — Parte |

Na resolucdo do Rui e da Margarida (Figuras 42 e 43), é possivel observar que os alunos
atribuiram a expressao “nao valida” a resolu¢ao C, porque ndo foi utilizada uma “linguagem
matematica adequada”, ndo foi indicado que os vetores eram colineares, € o argumento
utilizado de que por ter “um ponto em comum”, logo 0s pontos pertencem a mesma reta, é
semelhante ao que consta na resolucdo B, que ja foi provado nas resolucfes anteriores como
falso.

78



E—(‘)l.ﬁl ) L:..t'.bu.l*dl& 7 "\‘wa\-'é(.\ | o s1%) Ol MG 0 5 @) 6,

O O S O O iy | G AR 2t « \ T
AL pEy tenger 2 lAds) rddgel Blanh liocheamoganld |
| P : - - = ' 4
(@ PIIR-.Y=1\Ve DUl 4 - 10 S Al RBe\es. |
;L\\< ~m) Yer | Lo 20030 &y | Coagmboin 10! @ Y‘&fxﬁ4q
t‘:A’:& SCYQ @Al Collomeniie | an edrredal

Figura 42: Resolucdo do Margarida na Questao 2 da Ficha de trabalho D — Parte |
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Figura 43: Resolucdo do Rui na Questdo 2 da Ficha de trabalho D — Parte |
5.4.3. Acdes do Professor e Dificuldades dos alunos — Questdo 1 e 2

Os alunos que optaram pela resolucdo A como a melhor fundamentada e a sua autora,
manifestaram inicialmente dificuldades de interpretacdo e falta de conhecimento quanto as
propriedades da implicacdo. Quanto a este conhecimento, ndo considero que ao ter explicado
com alguns exemplos a diferenca entre negar e inverter uma implicagédo, tenha conseguido que
todos os alunos entendessem as propriedades que estdo a ser aplicadas. Estas s6 seriam,
efetivamente, compreendidas com a lecionacéo do dominio da légica e teoria dos conjuntos. No
entanto, acho que ao ter desafiado os alunos a tentar explicar, o que seria o “contrario” da
afirmacgédo apresentada, estes comecaram a duvidar da sua interpretacdo, conseguindo chegar,
por fim, a negacdo da afirmacdo original, e perceber porque a justificacdo apresentada pela
Claudia néo era adequada.

Quem escolheu a resolugdo D seja como completa ou mais completa, conseguiu
interpretar corretamente a justificacdo, utilizando as suas proprias palavras. Quanto as
resolucBes B e C, todos os alunos as classificaram como “ndo validas”, a “B” porque néo é por
a extremidade de um vetor coincidir com a origem de outro, que permite dizer que os vetores
sdo colineares, e a “C” os argumentos foram mais variados, como a utilizagdo de uma
linguagem matematica pouco adequada, e a nao foi indicado de que os vetores eram colineares.

Portanto, os alunos tiverem poucas dificuldades em interpretar e comentar as resolucoes
B, C e D. Apenas houve maiores dificuldades na justificacdo presente na resolucdo A devido ao

desconhecimento dos alunos acerca dos processos logicos aplicados.
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5.4.4. Questbes 3e 4

No que diz respeito as questdes 3 e 4 desta ficha, estas serdo analisadas em conjunto,
com foco nas modificacbes que os autores das resolucdes A, B ,C e D fizeram, devido a
constituirem um resumo da quantidade de justificagdes de natureza diversa.

Iniciando pela respetiva ordem, a autora da resolugdo A, ap6s a discussao das questdes 1
e 2, definiu a sua justificacdo como valida e incompleta, porque considerou que pelas
ilustracGes era percetivel que estava a tentar encontrar uma contradi¢ao, s que depois enganou-
se na forma como se exprimiu. Em seguida, apresento a melhoria efetuada por esta aluna na

questdo 4 (Figura 44):
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Figura 44: Melhoria entre a resolugdo anterior e a nova resolu¢do da Claudia na Questdo 4 da Ficha de trabalho D
— Parte |

Como se pode verificar a aluna ja apresenta uma justificacdo por absurdo, ao argumentar
que p = q ¢ verdadeira, porque supos que “q” era falso e provou que “p” também o era.
Portanto, a aluna conseguiu identificar o que era necessario melhorar e conseguiu apresentar

uma justificacédo valida e completa.

Prosseguindo para “B”, a sua autora, considerou 0 seguinte a respeito da sua resolucao:
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Figura 45: Resolucéo da Clara na Questéo 3 da Ficha de trabalho D — Parte |

Esta resposta foi bastante interessante, porque mostra como 0s alunos comecaram a
entender que uma justificacdo que se baseia numa premissa incorreta, a torna invalida.

Quanto a melhoria, a aluna apenas disse o seguinte:
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Figura 46: Resolucdo da Clara na Questéo 4 da Ficha de trabalho D — Parte |

Efetivamente, era necessario alterar o “inicio” da resolu¢do, € a conclusdo estava
correta, no entanto, ndo foi conclusiva sobre a forma como o faria.

Quanto a resolucdo C, o seu autor, apenas explicou oralmente que nao considerava a sua
resolucdo como valida, porque faltou mencionar que os vetores eram colineares, e devia ter
utilizado uma linguagem mais apropriada. Na questdo 4, como se pode verificar na figura 47, o
aluno apresentou uma justificacdo semelhante a da resolugdo D. Portanto o aluno, por
comparacdo, observou que a justificacdo na resolugdo D era valida e completa, e conseguiu

formular, por palavras suas, uma justificacdo de iguais caracteristicas (Figura 47).
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Figura 47: Melhoria entre a resolucgdo anterior e a nova resolugdo do David na Questdo 4 da Ficha de trabalho D —
Parte |
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O autor da resolucdo D, na questdo 3, apenas repetiu 0 que j& havia sido dito acerca da
sua justificacdo, que era valida e completa, por apresentar um argumento que envolvia uma
relacdo entre as propriedades da colinearidade de vetores e as retas paralelas e coincidentes. Na
questdo 4, visto que o aluno ja tinha uma justificacdo adequada, tentei incentiva-lo a apresentar

uma justificagéo alternativa, e o resultado foi o seguinte (Figura 48):
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Figura 48: Resolugdo do Rui na Questdo 4 da Ficha de trabalho D — Parte |

Nesta justificacdo, o objetivo foi justificar que o ponto A, podia ser obtido pela soma
algébrica do ponto B com o vetor BC, pois isto significaria que o ponto A é um ponto da reta

que passa no ponto B e admite o vetor BC como vetor diretor, e, portanto, o ponto 4, B e C

estariam na mesma reta.

5.4.5. Acdes do Professor e Dificuldades dos alunos — Questdes 3 e 4

Com estas duas Ultimas questbes, foi possivel verificar o impacto que a discussao
coletiva acerca das duas questdes anteriores tiveram na compreensdo dos conceitos e nas
justificacGes dos alunos.

A Claudia conseguiu melhorar a sua justificacdo e apresentar uma justificacdo valida e
completa, seguindo a légica de reducéo ao absurdo. A Clara, comenta o que teria de melhorar,
mas ndo apresenta uma resolucdo alternativa. O David apresentou uma nova justificagdo, com
caracteristicas semelhantes a da resolu¢do D, e com uma utilizacdo correta da linguagem
matematica, também conseguindo formular uma justificacdo valida e completa. O Rui, como ja
tinha uma justificacdo adequada, o desafiei a apresentar uma justificacdo alternativa, tendo este
conseguido realizar uma justificagdo recorrendo a linguagem algébrica. A unica dificuldade
deste aluno foi, no entanto, compreender que esta nova resolugdo estava incompleta, pois era
necessario incluir na justificacdo, uma explicacdo acerca da estratégia adotada, ou seja,
considerou gque os simbolos e o procedimento empregues, eram esclarecedores por si s0. Esta
dificuldade é bastante recorrente durante o uso de representacGes simbolicas (Mata-Pereira,
2018), devido aos alunos considerarem que existe certa volatilidade na forma como alguns

procedimentos devem ser clarificados e outros néo.
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5.5. Ficha de trabalho D — Parte Il

Na Parte 11, os alunos tiverem menos tempo que o planeado para a resolverem, por conta
da discussdo da Parte I ter demorado mais tempo que o espectavel, e como consequéncia alguns
alunos ndo tiveram tempo de resolvé-la e ndo houve discussdo coletiva. Nesse sentido, foi
pedido para esses alunos terminarem em casa e que, assim como nas outras fichas, iria dar-Ihes,

posteriormente, 0 meu feedback.
5.5.1. Questdo 1 - alinea a)

a) Determina as coordenadas do ponto Q e averigua se o segmento de
reta [PQ] € um didametro da superficie esférica S. Justifica a tua
resposta.

Figura 49: Questdo 1a) da Ficha de trabalho D — Parte 11

Em termos de nivel de complexidade, todos os alunos gque tentaram resolver a questao
apresentaram uma justificacdo de nivel de complexidade 3C. Quanto a formalidade, embora
com a oportunidade de resolverem em casa, ainda houve uma minoria que apresentou

justificacbes com o tipo B de formalidade, como se pode observar nas seguintes tabelas:

Tabela 20: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1a) da Ficha de trabalho D (Parte I1)

Q(lIJ:eiz';]a:dls) Niveis de complexidade Nio

trabalho D - 0 1 2 3A 3B 3C | resolveu
Parte 11)

N° de alunos 23 3

Percentagem 100% -

Tabela 21: Tipos de formalidade das justificacfes na Questdo 1.a) da Ficha de trabalho D (Parte I1)

Questdo 1a)
(Ficha de Tipos de formalidade Néo Néo
trabalho D — atribuivel resolveu
Parte 11) A B C
N° de alunos 7 16 3
Percentagem 30,4% | 69,6% -

Comecando com um exemplo de uma justificacdo com o tipo B de formalidade,

apresento a resolucdo do Matias (Figura 50).
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Figura 50: Resolucdo do Matias na Questdo 1a) da Ficha de trabalho D — Parte 11

O Matias recorre as propriedades e aos procedimentos do célculo vetorial para

determinar a norma do vetor PQ, gue era um dos passos necessarios para justificar que o
segmento de reta [PQ] se tratava de um didmetro, e por isso atribui & justificagdo o nivel 3C de

complexidade. No que concerne a formalidade, a classificacdo atribuida deve-se a duas

situacBes: a primeira advém do aluno ndo abordar na sua resposta que a norma do vetor PQ éo
dobro da medida do raio, apesar de ter a calculado; a segunda resulta de ter mencionado que
[PQ] é um didmetro, devido ao centro da esfera pertencer a esse segmento, mas ndo concluiu a
resolucdo do sistema de equacBes paramétricas para justificar esse argumento. Portanto, a
justificacdo ndo esta completa.

Por comparacdo com a resolucao da Ana (Figura 51), que também obteve 0 mesmo tipo

de formalidade que o Matias.
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Figura 51: Resolucdo da Ana na Questdo 1a) da Ficha de trabalho D — Parte Il
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Esta aluna ja justifica, embora com uma linguagem que deveria ser mais apropriada, que

o diametro da superficie esférica e a norma do vetor PQ coincidem, mas depois refere que os
pontos P e Q pertencem a superficie esférica S, sem apresentar qualquer argumento que
justifique essa afirmacéo, sendo apenas necessario justificar para o ponto Q, pois é referido no
enunciado que P pertence a S.

Com a mesma estratégia da Ana, mas com uma justificacdo do tipo C de formalidade,
apresento a parte final da resolucdo do Samuel (Figura 52):
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Figura 52: Parte da resolucdo do Samuel na Questédo 1a) da Ficha de trabalho D — Parte 11
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Como se pode verificar o aluno aborda os mesmos topicos presentes na resolucdo da
Ana, mas utiliza uma linguagem matematica adequada e apresenta os célculos que justificam
que o ponto Q € S.

Outra estratégia igualmente valida para justificar que [PQ] é um didmetro, e escrita de
maneira formal e completa (tipo de formalidade C), estd exemplificada na resolucéo do Mateus
(Figura 53).
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Figura 53: Resolucdo do Mateus na Questdo 1a) da Ficha de trabalho D — Parte 11
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O Mateus, ao contrario dos anteriores colegas, ndo faz uso da norma do vetor PQ. A sua
justificacdo consistiu em apresentar e esclarecer os calculos que provavam que o centro da
esfera pertencia ao segmento de reta [PQ], e que P e Q pertenciam ambos a superficie esférica
S.

5.5.2. Questdo 1 - alinea b)

b) Podemos generalizar o resultado da alinea anterior considerando P
um ponto qualquer da superficie esférica S? Fundamenta a tua
resposta.

Figura 54: Questdo 1b) da Ficha de trabalho D — Parte Il

Esta alinea estava dependente da anterior, entdo quem nao resolveu a alinea a), também
ndo resolveu a alinea b). Obviamente que em situacao de avaliacdo sumativa, é desaconselhavel
criar alineas que dependam de outras, mas com esta alinea, e com a alinea c), queria verificar se
teria havido algum progresso na forma como os alunos justificavam generalizac6es, visto que
desde a questdo 1 da ficha de trabalho A, ndo houve nenhuma questdo que orientasse os alunos
a generalizar e depois justificar essa generalizacéo.

As justificacOes, relativamente ao nivel de complexidade, basearam-se todas em
propriedades ou procedimentos (nivel 3C) e quanto a formalidade, houve um acréscimo de

alunos a apresentar o tipo C.

Tabela 22: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1b) — Ficha de trabalho D (Parte 1)

Q(lIJ:eiztha;dl:) Niveis de complexidade Nio

trabalho D - 0 1 2 3A 3B 3C | resolveu
Parte II)

N° de alunos 21 5

Percentagem 100% -

Tabela 23: Tipos de formalidade das justificacGes na Questdo 1b) — Ficha de trabalho D (Parte 1)

Questao 1b)
(Ficha de Tipos de formalidade N3o N&o
trabalho D - atribuivel resolveu
Parte 11) A B C
N° de alunos 3 18 5
Percentagem 14,3% | 85,7% -

Dos alunos que apresentaram uma justificagcdo de tipo de formalidade C, apresento a

resolucéo da Jéssica como exemplo (Figura 55).
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Figura 55: Resolucédo da Jéssica na Questdo 1b) da Ficha de trabalho D — Parte 11

A Jéssica, como se pode verificar, recorre a propriedades e procedimentos do calculo
vetorial e da equacdo reduzida da superficie esférica para justificar a generalizacdo obtida, por
isso atribui o nivel de complexidade 3C. Na formalidade, apesar da aluna ter generalizado de
imediato, sem primeiro ter testado a sua conjetura com alguns exemplos, conseguiu apresentar
um conjunto de inferéncias bem conectadas, explicitando os elementos da situacdo que
permitiram chegar a conclusdo obtida, o que sustenta o tipo de formalidade atribuida.

Em comparacdo, o Manuel (Figura 56) também apresenta uma justificacdo de igual
nivel de complexidade, mas com o tipo B de formalidade.
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Figura 56: Resolucdo do Manuel na Questdo 1b) da Ficha de trabalho D — Parte |1

O Manuel, embora apresente uma estratégia alternativa a da Jéssica, e que também
assenta em propriedades e procedimentos, deixa demasiadas informacdes implicitas e com uma
linguagem pouco adequada. Na primeira frase, quando o aluno justifica que o centro, o ponto de

coordenadas (0,0,0), vai pertencer ao segmento de reta [PQ] porque este ponto obtém-se

somando o ponto P com o vetor —kOP, deveria ter sido esclarecido que isto s6 acontece devido
as propriedades da equacdo vetorial. No segundo argumento, € nitido, quando se conjuga a sua

ilustracdo com o que foi escrito em linguagem natural, que a estratégia do aluno seria justificar
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quecomo O = P — OPe Q =P —20P significa que a distancia do ponto P ao ponto Q é o
dobro da distancia do ponto P ao centro O, e como j& tinha sido provado que O € [PQ], entdo
[PQ] sera sempre didmetro nos contornos apresentados. No entanto, ndo foi desta forma que o
aluno justificou, tendo evidenciado algumas dificuldades de articulagdo de discurso
matematico, ao utilizar expressdes como o “P faz esse caminho fica Q”. Assim, torna-se cada
vez mais evidente, que este surgimento de expressdes do cotidiano durante as justificagdes,
raramente surgem de alunos que ndo tenham interpretado bem a questao, ou que revelem muitas
dificuldades nas propriedades, procedimentos e conceitos envolvidos, na verdade sdo alunos
que sabem utilizar uma variedade de representagdes, e que utilizam isso como auxilio, quando

sabem que a linguagem empregue por si s6, ndo foi adequada ou foi pouco esclarecedora.

5.5.3. Questao 2

2. Seja R uma superficie esférica qualquer e W um ponto de R, num
referencial o0.n. Oxyz. Em que condi¢des podemos afirmar que

T =W — 20W pertence a superficie esférica? Justifica a tua resposta.
Figura 57: Questdo 2 da Ficha de trabalho D — Parte 11

A partir da tabela 24, observa-se que houve alguns alunos a apresentarem justificacdes
baseadas em evidéncia empirica, porém em percentagem menor, quando comparadas com as

justificacbes com base em propriedades ou procedimentos.

Tabela 24: Niveis de complexidade das justificacbes na Questdo 2 — Ficha de trabalho D (Parte 1)

Questao 2

(Ficha de Niveis de complexidade Né&o
trabalho D - resolveu

Parte 1) 1 2 3A 3B 3C
N° de alunos 4 17 5
Percentagem 19% 81% -

No que se refere a formalidade, dos alunos que apresentaram uma justificacdo, apenas

Tabela 25: Tipos de formalidade das justificacdes na Questdo 2 — Ficha de trabalho D (Parte 1)

trés apresentaram uma justificacdo formal incompleta, e os restantes, completa.

Questéao 2

(Ficha de Tipos de formalidade Néo Néo
trabalho D - atribuivel resolveu

Parte 11) A B C
N° de alunos 3 18 5
Percentagem 14,3% | 85,7% -
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Em seguida, exemplificarei com duas resolugdes escritas as situa¢des ocorridas. Comego
com a resolucdo do Mateus que realizou uma justificacdo com o nivel de complexidade 3C e
tipo de formalidade B (Figura 58).
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Figura 58: Resolugdo do Mateus na Questdo 2 da Ficha de trabalho D — Parte |1

O Mateus validou a sua generalizagdo apenas com base em dois desenhos, um que
representa a condi¢do que considera verdadeira e a hipdtese contraria. A sua justificagdo trata-
se de uma particularizagdo, pois ele tenta validar a sua conclusédo usando casos particulares, o
que fundamenta o nivel de complexidade atribuido. Na formalidade, quando o aluno diz “a
condicdo T = W — 20W ser verdadeira”, T = W — 20W néo é a condicdo, o que se pede na
questdo é em que condicGes o ponto T pertence a superficie esférica. Em seguida, quando
afirma: “se O estivesse fora da superficie esférica”, o que deveria ter escrito era “se o centro da
superficie esférica ndo fosse o ponto de coordenadas (0,0,0)”, pois mesmo considerando que foi
isso que o aluno raciocinou, ao dizer “fora”, ndao estd a incluir o caso em que o ponto (0,0,0)
estd dentro da esfera, mas ndo € centro. Portanto, ainda que a justificacdo do aluno esteja
percetivel, ha momentos em que a conexdo de inferéncias é feita de modo implicito, por isso
atribui o tipo de formalidade B.

Com o mesmo nivel de complexidade, mas com o tipo de formalidade C, apresento a
resolucéo da Marina (Figura 59).
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Figura 59: Resolucdo da Marina na Questdo 2 da Ficha de trabalho D — Parte 11

A Marina é uma aluna que durante as aulas, sempre teve facilidade em fazer conexdes
entre representacfes, mas nas suas justificacdes revelava certa dificuldade em se cingir a
linguagem matemética adequada, ao utilizar habitualmente expressdes do cotidiano. No
entanto, nesta resolucdo ja conseguiu evidenciar um discurso matematico rigoroso, explicitando
as propriedades e os procedimentos utilizados (nivel 3C), para justificar em que condicdes o
ponto T pertence a superficie esférica R. Na formalidade, a atencdo dedicada a analise
individual de cada uma das hipdteses, a apresentacdo de um conjunto de inferéncias
cuidadosamente organizadas e a criagdo de representacfes visuais para cada cenario,
combinados com o uso de uma linguagem matematica adequada, possibilitaram a classificacao
desta justificacdo como sendo do tipo C, em termos de formalidade. O Unico reparo que fago a
esta resolucdo, € que na resposta, bastava a aluna ter escrito a condi¢do “quando o centro € o
ponto de coordenadas (0,0,0) fazem parte do plano mediador”, porque esta condicdo ja inclui a
hipbtese do centro da superficie esférica e o ponto de coordenadas (0,0,0) serem 0 mesmo

ponto.
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5.5.4. Agdes do Professor e Dificuldades dos alunos

Nesta parte Il da ficha de trabalho D, considero que embora se tenham verificado
algumas dificuldades j& observadas em fichas anteriores, como a ingenuidade em validar
generalizacbes recorrendo a casos particulares (nivel de complexidade 2) e a escrita de
inferéncias baseadas apenas implicitamente em elementos da situacédo (tipo de formalidade B),
o facto de constantemente incentivar os alunos nas aulas a apresentarem justificaces
completas, e de solicitar aos alunos que refiram aos seus colegas 0 que torna a sua justificacdo
valida, conduziu a que muitos alunos nesta parte Il tenham comecado a serem 0 mais
esclarecedores possivel, visto que em todas as questfes a percentagem de alunos com uma
justificacdo formal completa foi superior as restantes.

Na introducgdo desta ficha os alunos estavam atentos, e no trabalho autdnomo apenas
houve espaco para questdes de confirmacdo e acbes de informacdo, devido ao pouco tempo

disponivel. O momento de discussao, pelas razdes anteriormente mencionadas, nao acorreu.

5.6. Ficha de trabalho E

A ficha de trabalho E trata-se de um problema onde os alunos teriam de aplicar os seus
conhecimentos sobre propriedades da equacao vetorial de uma reta, da superficie esférica/esfera
e do plano mediador. Para a analise foram selecionadas as questdes onde foi expressamente
solicitado que os alunos justificassem a sua resposta, portanto, a questdo 1.1 e a questdo 1.2,

alinea b).

5.6.1. Questdo 1.1

1.1) O navio recebeu uma informagéao, por radio, sobre um cachalote prestes a
mover-se localizado no ponto A(2,11, —2). Admite que o cachalote vai seguir uma
trajetoria retilinea, passando pelo ponto B(2,9,—1).

Investiga se, na sua trajetéria,a cachalote ira ser detetado pelo radar do navio.
Justifica a tua resposta.

Figura 60: Questdo 1.1 da Ficha de trabalho E

Na questdo 1.1 (Figura 60), € pretendido que os alunos intersetem a semirreta que define
a trajetdria retilinea do cachalote com a superficie esférica que define o limite do radar. Apos
obterem as coordenadas do ponto de intersecdo, os alunos deverdo interpretar, com base no

contexto do problema, se sera possivel que o cachalote se encontre no ponto calculado.
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Tabela 26: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1.1 — Ficha de trabalho E

Q(lIJ:(iecS::\? dle'l Niveis de complexidade N?o
trabalho E) | 0 1 | 2 [ 3A [3B [ 3¢ | 0V
N° de alunos 2 21 3
Percentagem 8,7% 91,3% -

Tabela 27: Tipos de formalidade das justificacGes na Questdo 1.1 — Ficha de trabalho E

uestdo 1.1 . . . x
Q . Tipos de formalidade Néo Néo
(Ficha de atribuivel resolveu
trabalho E) A B C
N° de alunos 7 16 3
Percentagem 30,4% | 69,6% -

Como se pode observar pelas tabelas, em termos de nivel de complexidade, as
justificacGes dos alunos distribuiram-se entre o nivel 1 e o nivel 3C. Quanto a formalidade,
entre os tipos B e C.

No nivel 1 de complexidade, destaco a seguinte resolucdo (Figura 61):

©

Figura 61: Parte da resolugdo do Manuel na Questdo 1.1 da Ficha de trabalho E

Na resolucdo do Manuel é possivel observar que ele sugere que a inequacdo 5k? + 80 —

40 ++/(-40)%2-4(5)(80
10

40k < 0 é equivalente a equacdo k = ), quando o correto seria ndo ter
escrito simbolo algum quando introduziu a formula, visto que calcular as raizes de uma funcéo
ndo € equivalente a determinar o intervalo de valores para os quais a funcdo € menor ou igual a
0. Este uso inapropriado de simbolos matematicos é referido por Sowder e Harel (1998) e Mata-
Pereira (2018), como consequéncia da preocupacdo do aluno seguir uma determinada estrutura
procedimental para chegar a resposta correta, sem na verdade compreender o significado dos
simbolos ou procedimentos que esta a utilizar, por isso atribui o nivel 1 de complexidade.

Este aluno, no fim da sua resolucdo, também escreveu o seguinte:
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Figura 62: Segunda parte da resolucdo do Manuel na Questdo 1.1 da Ficha de trabalho E

Portanto, verifica-se nhovamente uma utilizacdo incorreta da simbologia matematica, e
ndo refere em concreto que o ponto de coordenadas (2,3,2) € o ponto de interse¢do entre a
semirreta e a superficie esférica, e nesse sentido, considero incompleto (tipo B de formalidade).
De maneira semelhante, também houve alunos que apresentaram uma justificacdo de
nivel de complexidade 3C, por terem recorrido a propriedades e procedimentos da equacédo
vetorial de uma reta e da superficie esférica, mas no fim ndo indicaram que o ponto que

calcularam é o ponto de interse¢do, como se pode observar na resolucéo seguinte (Figura 63).

Figura 63: Parte da resolugdo da Carlota na Questéo 1.1 da Ficha de trabalho E

Adicionalmente, esta aluna escreve como resposta final: “ndo ¢ detetado”, mas ndo
explica a razéo de concluir isso. Devido a essas duas razdes, apesar da aluna ter realizado quase
todo o procedimento, de forma bastante formal, e explicitado o significado de cada etapa,

atribui a sua justificacéo o tipo B.
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Quanto aos alunos que apresentaram uma justificacdo de tipo C de formalidade, todos
aplicaram um procedimento analogo ao utilizado pela Carlota, mas explicitaram o que
significava o ponto P, como forma de justificar a sua concluséo.

Exemplifico o sucedido, com duas resolugdes com conclusdes distintas (Figuras 64 e
65):

Figura 64: Parte da resolugdo do Rui na Questéo 1.1 da Ficha de trabalho E

O Rui conclui que como a trajetdria retilinea do cachalote interseta o radar no ponto P, o
cachalote sera entdo detetado. Esta conclusdo foi a mais comum, visto que a maioria dos alunos
ndo teve o cuidado de interpretar o valor da cota do ponto de interse¢do. No entanto, houve

alunos que procederam a essa andlise, como a Bruna:

Figura 65: Parte da resolucdo da Bruna na Questdo 1.1 da Ficha de trabalho E

A Bruna, ao contrario do Rui, verificou que apesar de a trajetoria retilinea do cachalote
coincidir com o alcance do radar, o ponto de interse¢cdo encontrava-se a dois 2km acima do
nivel médio das &guas do mar. Assim, mesmo supondo que o cachalote pudesse ter realizado
um salto, este nunca teria 2km de altura, portanto, durante a trajetoria enunciada, o cachalote
“nao sera detetado pelo radar”.

A discussdo coletiva desta questdo abordou trés topicos. O primeiro diz respeito ao uso
inapropriado de simbolos matematicos, no qual tentei que os alunos explicassem o significado
dos simbolos utilizados, e depois criei duas equacdes, onde os alunos teriam que dizer-me qual
o simbolo a usar. O segundo prende-se as justificacbes incompletas, tendo sido solicitado aos
alunos que justificassem a sua conclusdo, e salientassem as diferencas entre a sua justificacdo e
uma justificacdo completa. O terceiro concerne a parte da resolugdo do Rui, onde foi pedido a
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todos os alunos que obtiverem uma concluséo semelhante, que interpretassem as coordenadas
do ponto P, e que explicassem o seu significado no &mbito do problema.

O terceiro momento foi 0 que gerou uma maior discussdo, tendo havido alunos que
quando constataram que a cota do ponto de intersecdo correspondia a 2km, comecaram a fazer

diversbes questdes:

Alunol: N&o seria possivel o cachalote ter sido detetado antes, perto do nivel médio da
agua do mar?

Professor: Por exemplo, o ponto (2,3,0)?

Alunol: Sim, ou abaixo disso.

Professor: Quando aplicas o procedimento para determinar os pontos de intersecéo,
podes obter quantos pontos?

Alunol: 1 ou 2, se for dois quer dizer que atravessa a esfera...ah...também pode ser 0,
que ndo interseta.

Professor: Neste caso, s6 obtiveste um ponto, o que isso quer dizer?

Alunol: Ah...so interseta uma vez.

Aluno 2: Entdo, mas se fosse dois pontos ja podia...o cachalote podia comegar a ser
detetado em qualquer ponto dentro da esfera.

Aluno 1: Pois...ai ja ndo se sabia...

Professor: Se determinassem dois pontos de intersecdo, todos os pontos da reta que
estivessem no intervalo desses dois pontos, também estariam aonde?

Aluno 1: Dentro da esfera.

Professor: Entéo, se os pontos de intersecdo, fossem por exemplo (2,3,2) e (2,3,-1), para
o cachalote s6 comecar a ser detetado dentro do alcance do radar, teria que acontecer o qué?

Aluno 2: Esquega...pois...o primeiro ponto seria o (2,3,-1).

E também houve alunos a questionar-me acerca do qudo profundo um cachalote
consegue mergulhar e saltar, que foram perguntas que considerei também interessantes, porque
pesquisei sobre o assunto para elaborar a ficha de trabalho, entdo pude saciar a sua curiosidade,
e deixou-me a pensar se poderia ter feito uma ficha em colaboracdo com a professora de

Biologia.
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5.6.2. Questdo 1.2. —alinea b)

b) Verifica se existe perigo de o torpedo poder atingir uma embarcacao que se
encontra encalhada no ponto E(1,4,0). Fundamenta a tua resposta.

Figura 66: Questéo 1.2b da Ficha de trabalho E

Na alinea b) da questdo 1.2, apenas era necessario que os alunos justificassem que o
ponto de coordenadas (1,4,0) ndo pertencia a semirreta que definia a trajetéria do torpedo, e

como tal, ndo havia perigo de a embarcagéo ser atingida.

Tabela 28: Niveis de complexidade das justificacfes na Questdo 1.2.b) — Ficha de trabalho E

Qu(?:sitcar?aldi'b) Niveis de complexidade N?o
trabalho E) 0 1 2 | 3A | 3B | 3Cc | eeovel
N° de alunos 1 25
Percentagem 3,8% 96,2%

Tabela 29: Tipos de formalidade das justificacfes na Questdol.2.b) — Ficha de trabalho E

a0 1.2. . .

QLJ(?:SiE:ar?a e b) Tipos de formalidade Nao Né&o
trabalho E) A B c atribuivel resolveu
N° de alunos 5 21
Percentagem 19,3% | 80,7%

Como as tabelas indicam, todos os alunos conseguiram resolver a questdo e justificar a
sua resposta com base em propriedades e procedimentos. Quanto a formalidade, a maioria dos
alunos apresentou uma justificacdo formalmente completa, mas continuou a haver alguns
alunos que néo explicitaram os elementos da situagdo empregues na sua resolucao.

Com o nivel de complexidade 3C e tipo de formalidade B, apresento como exemplo a

Resolucdo da Clara (Figura 67):

W
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|

Figura 67: Resolucdo da Clara na Questdo 1.2b da Ficha de trabalho E

A Clara calculou a norma do vetor SE e salientou que 3,5km ¢ inferior 4km. A resposta

desta aluna é um pouco ambigua, mas deduzo que a aluna queria concluir que como distancia
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da embarcacdo ao torpedo é inferior a 4000m, entdo a embarcacdo pode ser atingida. Portanto,
apesar de poder-se deduzir qual foi o raciocinio, era preciso acrescentar essa informacéo para
ter uma justificacdo completa, e por isso lhe atribui o tipo de B de formalidade. No entanto,
calcular a norma do vetor SE apenas era necessario, caso a embarcagdo estivesse na trajetoria

do torpedo, algo que a maior parte dos alunos compreendeu, como se pode verificar na
resolucdo do Vitor (Figura 68).

Figura 68: Resolucdo do Vitor na Questdo 1.2b da Ficha de trabalho E

O Vitor, embora tenha se enganado na primeira equacdo, em que o k teria de ser igual a
2, a sua conclusdo ndo € desmentida, porque as outras duas equacdes estdo certas e ddo valores
de k distintos, e basta haver dois valores contraditorios para k, para podermos assumir que o
ponto em causa ndo pertence a reta. Porém, a sua resposta ndo foi escrita com uma linguagem
adequada, ndo refere que utilizou um vetor colinear ao escrito no enunciado, por isso atribui

também o tipo de formalidade B.

Por comparacdo, o Alvaro (Figura 69) utilizou uma abordagem semelhante, mas com o
tipo de formalidade C.

Figura 69: Resolucdo do Alvaro na Quest&o 1.2b da Ficha de trabalho E

Como se pode verificar, o Alvaro, ja explicita na sua resposta que o sistema de equacoes
paramétricas, lhe permitiu concluir que a embarcacdo ndo pertencia a trajetdria retilinea
definida pelo torpedo, e assim, ndo havia perigo de ser atingida.

Nesta questdo, apesar de ter havido dois alunos que calcularam a norma de SE antes de
determinar se a embarcacgdo estava na trajetoria do torpedo, o resto da turma compreendeu qual
era o procedimento a adotar para responder a questéo, o que revela que ndo houve dificuldades

de interpretacdo. Quanto as justificagdes, foram poucos 0s casos em que os alunos nao
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utilizaram uma linguagem matematica adequada ou que nao explicitaram o seu raciocinio, por
iSso considero que os alunos estdo a conseguir desenvolver as justificagoes.

A discussdo coletiva acerca desta questdo foi realizada na parte | da ficha seguinte.

5.6.3. Acdes do Professor e Dificuldades dos alunos

Na questdo 1.1 surgiu, pela primeira vez, justificagdes de nivel de complexidade 1,
devido & utilizacdo incorreta da simbologia matematica. Considero que ndo tenha acontecido
antes, porque as questdes anteriores nao envolviam as aplicagdes de procedimentos tdo
extensivos. Assim, achei necessario alertar na discusséo coletiva os erros identificados e
informar os alunos sobre o significado dos simbolos matematicos. Quanto a formalidade, a
presenca de algumas justificacOes de tipo B, deve-se a razdes similares ao que aconteceu na
ficha B, os alunos fazerem inferéncias baseadas em elementos implicitos. No entanto, a maioria
dos alunos apresentou justificacdes formalmente completas.

Na questdo 1.2, os alunos apresentaram algumas justificagcbes formalmente incompletas,
sobretudo, porque néo fazem a referéncia explicita aos elementos da situacéo utilizados.

Na introducdo da ficha, apesar de ter sido um pouco mais longa que as anteriores, 0s
alunos estavam atentos e interessados em perceber o enunciado do problema. Durante a
realizacdo da ficha, considero que consegui insistir mais com 0s grupos a esclarecerem 0s
procedimentos adotados, através de questdes de inquiricdo. O que mais saliento da discussdo
sobre a questdo 1.1, foi o interesse evidenciado pelos alunos, a formularem questdes que iam
além da ficha. Considero que isto se deva aos contornos reais do problema, que ndo tinham sido
levados em consideracdo por alguns alunos durante a resolucdo, mas que depois de perceberam
o0 significado das coordenadas do ponto de intersecdo, comecaram a colocar ddvidas sobre
diversas situacbes que poderiam acontecer na intersecdo entre uma reta e uma superficie
esférica/esfera. Esta situacdo, gerada na sequéncia das acGes de convidar e guiar, acredito que
tenha ajudado esses alunos a clarificar alguns pensamentos intuitivos, e a refletir sobre os

procedimentos adotados.

5.7. Ficha de trabalho F — Parte |

A ficha de trabalho F, tanto a parte | como a parte |1, foram realizadas individualmente
pelos alunos. A ficha de trabalho F — Parte | s6 tinha uma questdo, em que era solicitado aos
alunos para classificar trés resolucbes da questdo 1.2, alinea b) da ficha de trabalho E (Figura
70).
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1. Classifica as resolugdes utilizando uma das seguintes as expressoes:
“incorreta”, incompleta” ou "completa”. Fundamenta a tua resposta

Figura 70: Questdo 1 da Ficha de trabalho F — Parte |

Uma das resolucdes era de um aluno, que foi analisada aquando da ficha anterior, as
outras duas resolugdes sdo adaptacOes das restantes que também foram analisadas.
Nenhuma das resolucGes era completa, tal como foi indicado no capitulo 3.

5.7.1. Resolugdo A

Quanto a resolucdo A, dezasseis alunos consideraram-na incorreta, nove incompleta e
um completa.
O Unico aluno que categorizou a resolugdo A como completa apresentou o seguinte

argumento:
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Figura 71: Resolucéo do Paulo na Questdo 1 da Ficha de trabalho F — Parte |

Portanto, para este aluno, uma resolucdo que tenha as contas certas e uma resposta clara
estd completa. A respeito das contas certas, € nitido, que ndo houve distincdo entre 0 que é estar

certo e 0 que € estar completo, assim decidi questionar este aluno:

Professor: Porque as contas estarem certas significa estar completo?

Paulo: Entdo... se as contas ndo estiverem certas... ndo tem como a resolugdo estar
completa.

Professor: Imagina que pego para resolveres a equagdo...x? —2x+1=0, e tu te
enganaste com um sinal, e aquilo deu x = —1, sendo que devia dar x = 1, as contas estdo
certas?

Paulo: Nao, entdo ele se enganou.

Professor: E completo?

Paulo: Ah... ta bem...acho que ja percebi...as contas podem estar erradas, mas se

escrever tudo fica completo.
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Neste momento, 0 meu objetivo foi guiar o aluno a interrogar-se sobre a coeréncia da
sua fundamentacdo. Isto ocorreu porque, em algumas situacdes, os alunos apresentaram
justificativas invalidas ndo por falta de conhecimento dos conteldos, mas porque n&o
conseguiam identificar quais eram as informacdes essenciais a serem explicitadas e ndo tinham
sensibilidade para compreender o sentido que estavam a atribuir as suas justificagoes.

Quanto a afirmacdo de que "a resposta esta clara”, o aluno prontamente percebeu que a
clareza ndo é sinbnimo de completude. No entanto, ele destacou no seu dialogo algo que

considero relevante mencionar:

Paulo: Mas professor, estar claro é importante, o professor que fala das justificagdes...

gue vocé e também os meus colegas tém que entender o que fiz.

Portanto, o aluno compreendeu uma noc¢do fundamental, e que espero que todos 0s
alunos também tenham compreendido ao longo da minha intervencdo letiva, que uma
justificagdo tem que ser percetivel tanto para o autor como terceiros. E essencial que o seu
proposito seja claro e que o conhecimento utilizado seja explicitamente apresentado.

N&o obstante, apesar de o aluno com um pouco de ajuda conseguir clarificar o seu
raciocinio, a maneira como respondeu sugere que nao interpretou apropriadamente a questdo
1.2, alinea b), da ficha de trabalho E. Como resultado, optou por classificar esta resolu¢cdo como
completa, porque era a mais aprazivel e adequada em termos de linguagem matematica, um
ponto que também enfatizei nas minhas aulas.

A respeito dos alunos que classificaram a resolugdo A como incompleta, a sua

fundamentacédo pode ser encontrada na figura 72.
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Figura 72: Resolucéo da Matilde na Questdo 1 da Ficha de trabalho F — Parte |

Assim, na dtica de alguns alunos, a incompletude da resolucéo deve-se ao motivo de que
na resolucéo foi negligenciada a trajetdria do torpedo. Quando estes alunos foram convidados a

partilhar o seu raciocinio, acrescentaram:

Matilde: Esta incompleta, pois mesmo que o barco esteja a 3,5km do submarino, nao é

confirmado que o barco se encontre na trajetéria do torpedo.
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Deste modo, quem categorizou como incompleta, ndo o fez com base na crenca de que a
embarcacdo estava na trajetoria do torpedo e que era necessario apenas justificar esse facto para
tornar-se completa. O que deixou os alunos que classificaram a resolugdo como incorreta,
intrigados, porque a justificacdo apresentada pela Matilde, foi semelhante a que foi utilizada por

esses alunos, como se pode verificar na figura 73.
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Figura 73: Resolucdo do Rui na Questdo 1 da Ficha de trabalho F — Parte |

Este acontecimento provocou uma pequena discussao entre quem classificou a resolugéo

como incompleta e incorreta.

Matilde: Eu percebi, mas olha, se ele tivesse calculado a trajetoria e desse, entdo ele
tinha que calcular a distancia.

Rui: Mas ndo foi isso que aconteceu, por isso que esta incorreta.

Bruna: A Matilde quer dizer que aquilo é uma das etapas, como s6 faltou uma, esta
incompleto.

Rui: Mas a ordem que importa, tu sO vais pra segunda, se der certo na primeira, como
ele foi logo pra segunda esta mal, ndo respeitou a ordem...

Professor: Muito bem, alguém que nédo percebeu ou que discorde do Rui neste ponto?

A espontaneidade como esta discussao surgiu, com os proprios alunos a quererem saber
como os seus colegas tinham dado uma justificacdo semelhante, mas uma resposta distinta,
surpreendeu-me. Uma vez que tinha sido apenas a segunda vez que tinha realizado questdes que
solicitavam ou incentivavam a analise por parte do aluno de justificacdes apresentadas por
outros, e os alunos ja estavam adotando o habito de partilhar ideias, de complementar o

raciocinio dos seus colegas e de desconstruir.

5.7.2. Resolucéo B

Na resolucdo B, todos os alunos a consideraram incorreta, tendo sido a razdo unanime
para essa classificacdo o erro de célculo na primeira equacdo. Porém, ndo querendo limitar a
discussdo apenas a esse ponto, decidi questionar o Tomé, que tinha criticado a justificagdo
(Figura 74).
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Figura 74: Resolucdo do Tomé na Questdo 1 da Ficha de trabalho F — Parte |
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Nesta resolucgdo, é referido que os célculos ndo estdo corretos, sendo explicitado que o
erro se encontra nos valores de k, e que a “justificagdo foi pouco elaborada”. Assim, solicitei

que o aluno clarificasse esta ultima afirmagéo.

Tomé: Nao estd bem elaborada, porque ele diz “ndo pode atingir”, mas atingir o qué?
N&o é dito.

Professor: Muito bem, mais alguma razao?

Tomeé: Aquilo dos “k” serem diferentes ndo se deve dizer assim, fica melhor dizer que

nao obteve um unico valor para “k”.

O primeiro comentario revela que o aluno compreendeu que para estar completo, é
necessario evitar que haja elementos implicitos. Quanto a segunda razéo, deve-se ao facto de o
aluno ter assimilado, durante a introducdo do sistema de equacgdes paramétricas, que quando se
justifica que um ponto ndo pertence a uma dada reta, deve-se afirmar, por exemplo, que “nao
foi possivel obter um Unico valor para k”, ou que, “o sistema de equacdes ndo é possivel e
determinado”, a fim de utilizar uma linguagem matematica adequada.

Portanto é evidente que o aluno entendeu que para uma justificagdo ser “bem
elaborada”, é preciso explicitar todos os elementos da situagdo e ter atencdo ao rigor
matematico. No entanto, apesar de ja ter assimilado estas nogdes, no seu discurso oral, referiu
dados que seriam indispensaveis para a completude da sua fundamentacdo escrita, visto que ndo
clarificou o que entendia por “pouco elaborada”. Assim, a tendéncia dos alunos de
apresentarem justificaces completas apenas quando sdo questionados a esclarecerem o seu
raciocinio (Henriques, 2010), também acontece mesmo ap6s 0s alunos ja terem percebido o que
é necessario para elaborar uma justificacdo desse tipo. Deste modo, é crucial que os alunos
aléem de compreenderem o que torna uma justificacdo valida e completa, adquiram a rotina de
elaborar essas justificagcGes para superar a tendéncia mencionada.

Clarificado o que o aluno queria dizer por “justificacdo pouco elaborada”, tentei desafiar
os alunos a ver se encontravam algo na resolucdo que precisasse também ser justificado, e

perguntei:

Professor: Entéo e se as contas estivessem certas, e com a justificagdo nos moldes que o

Tomé falou, como ficaria?
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Alunos: Ai ficaria completa.

Professor: Esta tudo explicado, portanto?

()

Manuel: Os vetores, o vetor utilizado, na justificacdo, devia ter dito que o vetor utilizado
é colinear ao vetor t, € o dobro do vetor t.

Professor: E utilizar um vetor colinear ndo é errado?

Manuel: N&o, a reta € a mesma, até ajuda nas contas.

Assim, esta situacdo, € um exemplo de que as questdes presentes na ficha, podem néo
ser suficientes para desenvolver o raciocinio matematico dos alunos, porque ndo foram
incentivo suficiente para aprofundar certas ideias ou conceitos matematicos. Nesses casos,
formular novas questBes para desafiar os alunos, a procurar detalhes, que estdo presentes nas
fichas, mas que os alunos ndo deram a devida importancia, pode ser a melhor solucdo (Mata-
Pereira, 2018). Até porque, como se pode verificar na seguinte resolugdo (Figura 75), houve
uma aluna que também identificou a utilizacdo de um vetor distinto, mas que nao interpretou
corretamente. Portanto, os momentos de discussdo sdo uma mais-valia significativa, para se
explorar todas as definigcdes, propriedades e teoremas matematicos presentes nas fichas de

trabalho, e com isso levar os alunos a aprofundar o seu conhecimento.
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Figura 75: Resolugdo da Bruna na Questéo 1 da Ficha de trabalho F — Parte |
5.7.3. Resolucéo C

Quanto a resolugdo C, todos os alunos também a consideraram como incorreta, mas
devido a discussdo realizada nas duas resolucdes anteriores, 0s alunos prontamente salientaram
os erros de célculo no sistema, e que consideravam a justificagdo presente na “C”, ainda mais
incompleta que a na “B”, porque o aluno apenas resolveu o sistema e ndo explicou de onde

surgiu a conclusdo de que E néo pertencia.

5.7.4. AcoOes do Professor e Dificuldades dos alunos

A ficha de trabalho F — parte | considero que foi a que os alunos se envolveram mais na

discussdo. Isso pode ser atribuido, possivelmente, ao facto de esta ser a segunda vez que 0s
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convido a comentar resolucGes dos seus colegas, e como resultado, eles j& demonstravam mais
confianca de que contribuicBes incorretas também seriam valorizadas. A normalizagdo desta
pratica, como fica em evidéncia nos excertos de discussdo coletiva presentes, favorece o
desenvolvimento do raciocinio matematico, pois os alunos, na busca por compreender o
raciocinio dos seus colegas, confrontam os seus pontos de vista até chegarem a um consenso.
Este consenso, contudo, ndo quer dizer que tenham chegado uma conclusédo valida, por isso o
professor deve estar atento aos argumentos para moderar o debate de ideias.

Além disso, embora tenha limitado a quantidade de questfes devido a restrices de
tempo, acredito que isso me permitiu formular mais perguntas durante o debate, 0 que, por sua

vez, auxiliou os alunos a compreenderem melhor os conceitos matematicos envolvidos.

5.8. Ficha de trabalho F - Parte Il

Na Parte 1, como o meu principal objetivo era verificar como estariam as justificaces
dos alunos, em comparacdo com a primeira questdo da ficha de trabalho E, agora que

resolveram individualmente, selecionei para anélise a questdo 1.1 (Figura 76).

5.8.1. Questao 1.1.

Indica, justificando, o valor logico da seguinte afirmacao: A equacdo vetorial
(x,v,2)=(24,-1)+A(—-1,-2,1),A€ [0, 1[ representa o maior percurso
percorrido pelo cachalote ao longo da sua trajetéria retilinea desde que comecga
a ser detetado pelo radar do navio.

Figura 76: Questdo 1.1 da Ficha de trabalho F — Parte 1l

Todos os alunos que conseguiram resolver a questdo justificaram com base em
propriedades ou procedimentos, correspondente ao nivel 3C de complexidade. No que concerne
a formalidade, o tipo C foi atribuido a dezoito justificacGes, e os restantes quatro alunos

realizaram justificacdes formais, mas incompletas (tipo B).

Tabela 30: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1.1 da Ficha de trabalho F - Parte Il

Questao 1.1.
(Ficha de Niveis de complexidade Nio
trabalho F — resolveu
Parte I1) 0 1 2 3A 3B 3C
N° de alunos 22 4
Percentagem 100% -
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Tabela 31: Tipos de formalidade das justificacfes na Questéo 1.1 da Ficha de trabalho F - Parte 11

Nao Nao
atribuivel resolveu

B C

N° de alunos 4 18 4
Percentagem 18,2% | 81,8% -

Como todos os alunos compuseram justificacGes de nivel 3C, vou exemplificar os tipos
distintos de formalidade com duas resolugdes: a primeira com o tipo C e a segunda com o tipo
B (Figuras 77 e 78).

Figura 77: Primeira parte da resolugdo do Nuno na Questéo 1.1 da Ficha de trabalho F — Parte 11
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Figura 78: Segunda parte da resolugdo do Nuno na Questdo 1.1 da Ficha de trabalho F — Parte |1

O Nuno, em primeiro lugar estabelece que o ponto de coordenadas (2, 4, -1) é o ponto
onde o cachalote comeca a ser detetado pelo radar. Em seguida, ele argumenta que o ponto de
coordenadas (1, 2, 0) esta na trajetoria do cachalote e representa a localizagdo do navio. A partir
desta ultima informac&o, o aluno percebe porque é que o intervalo terd que ser abertoem A = 1,
pois, tal como é dito no enunciado, o cachalote ndo chega a colidir com o navio. Portanto,
conclui que a equacéo vetorial escrita na afirmacdo representa o maior percurso descrito pelo
cachalote, pois comeca no ponto de detecdo inicial até chegar ao navio, sem colisbes. A
justificagdo é assim formulada num conjunto de propriedades e procedimentos da equagéo
vetorial de uma reta e da equacdo reduzida de uma superficie esférica/esfera, o que lhe o
confere o nivel de complexidade 3C, e também est4 baseada numa sequéncia de inferéncias
conexas, com a explicitagdo de todos os elementos da situacdo, o que fundamenta o tipo C de

formalidade.
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Figura 79: Resolucdo da Bruna na Questdo 1.1 da Ficha de trabalho F — Parte |1

Nesta resolucdo (Figura 79), também sdo aplicadas propriedades da equacdo vetorial de
uma reta e da equacdo reduzida de uma superficie esférica/esfera, o que fundamenta o nivel de
complexidade 3C, mas a Bruna nédo explicita como concluiu que o ponto (2,4,-1) era onde o
radar comecava a detetar o cachalote. A aluna, apenas verificou que o ponto pertencia a
superficie esféerica, assim, tanto podia ser o ponto onde o cachalote comecava a ser detetado,
como podia ser o ponto, pelo qual, ela sairia do alcance do radar. Portanto, a sua justificacdo
estd incompleta, e por isso atribui o tipo de formalidade B. Adicionalmente, € importante notar,
que quando a aluna fala acerca do navio, ndo explicita o porqué do intervalo ser aberto em

A = 1. Esta situagdo ocorreu em todos os alunos com o mesmo tipo de formalidade.

107



5.8.2. Agdes do Professor e Dificuldades dos alunos

Esta parte da ficha, embora os alunos a tenham resolvido individualmente, a Unica
dificuldade a destacar foi a forma implicita como alguns alunos justificarem as suas conclusoes
acerca do ponto de coordenadas (2,4,-1), o que revela que alguns alunos continuaram a nao
interpretar os valores das coordenadas no contexto do problema.

A introducéo da ficha foi célere, visto que o enunciado da questdo 1.1 desta ficha € igual
ao enunciado da questdo 1.1 da ficha E, apenas mudou-se a questdo e as restantes questdes sao
breves. A realizagdo da ficha ocorreu sem grandes davidas, o que corrobora com a quantidade
de justificacGes nivel 3C e tipo de formalidade C, sendo apenas necessario, por vezes, sugerir
ao aluno que tenha em atencdo as propriedades do intervalo definido para o parametro A. O

momento de discussdo coletiva, como ja havia sido planeado, ndo ocorreu.

5.9. Questdo-Aula (Anexo 17)

Na questdo-aula, com o apoio do professor cooperante Jodo Ferreira, realizei duas
questdes: Na primeira, questdo 1.2.3 (Figura 80), foi solicitada a identificacdo justificada da
veracidade ou falsidade de uma afirmacdo matematica, e na segunda questdo 1.3.2 (Figura 84)

foi expressamente pedido que os alunos justificassem a sua resposta.

5.9.1. Questao 1.2.3

1.2.3. Indique, justificando, o valor légico da seguinte afirmagé&o:
"(x,v,2) = (0,4,4) + k(2,-1,2), k € [1,3] é uma equagdo vetorial do segmento de reta [CG]"

Figura 80: Questdo 1.2.3 da Questdo-Aula

Nesta questdo, vinte e dois dos vinte e quatro alunos que a resolveram, apresentaram
uma justificacdo com base em propriedades ou procedimentos (nivel de complexidade 3C).
Quanto ao restante dos alunos, houve um que nao justificou (nivel de complexidade 0), e outro

que baseou a sua justificacdo na autoridade externa (nivel de complexidade 1).

Tabela 32: Niveis de complexidade das justificagdes na Questdo 1.2.3 da Questdo-Aula

(832:22_25"2) Niveis de complexidade N?o
0 1 2 [ 3A ] 38 | 3c | ooV
N° de alunos 1 1 22 2
Percentagem 41% | 4,1% 91,8% -
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Quanto a formalidade, cinco alunos elaboraram uma justificacdo incompleta do ponto de

vista formal, e dezoito alunos conseguiram apresentar uma justificagdo formal completa.

Tabela 33: Tipos de formalidade das justificacbes na Questdo 1.2.3 da Questdo-Aula

Questado 1.2.3 Tipos de formalidade Nao Nao
uestao-aula atribuivel resolveu
Q ) A B C
N° de alunos 1 4 18 1 2
Percentagem 43% | 17,4% | 78,3% - -

Com nivel de complexidade 3C e tipo C de formalidade, comeco por apresentar a

resolucdo da Bruna (Figura 81).
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Figura 81: Resolucéo da Bruna na Questdo 1.2.3 da Questdo-Aula

A Bruna utilizou as coordenadas dos pontos C e G, que ja estavam estabelecidas no

enunciado da questdo 1, e comecou por verificar se 0s pontos pertenciam a reta. Ao determinar

o valor k =1 para o ponto C, e o valor k = 3 para 0 ponto G, fez a devida relagdo com o

intervalo definido para k na equagédo vetorial, e conseguiu concluir que (x,y,z) = (0,4,4) +

k(2,—1,2),k € [1,3] é uma equacdo vetorial do segmento de reta [CG]. A sua justificacdo

com base em propriedades da equagdo vetorial de uma reta, e referidas de forma explicita,

conferem-lhe o nivel de complexidade 3C e tipo de formalidade C.

Com o0 mesmo nivel de complexidade, mas com um tipo de formalidade inferior,

encontra-se a justificagdo da Dalia (Figura 82).
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Figura 82: Resolugéo da Dalia na Questdo 1.2.3 da Questdo-Aula

A Dalia aplica o0 mesmo procedimento que a Bruna (nivel 3C), para verificar se 0s
pontos C e G pertencem a reta, tendo obtido, igualmente, o valor o k =1 para C e o valor
k =3 para G. No entanto, a aluna ndo explicita as conclusdes obtidas com a determinacéo
desses valores. Assim, apesar de também ter baseado a justificacdo em propriedades ou
procedimentos, a sua justificacdo estad incompleta, por isso atribui o tipo B de formalidade.

O seguinte aluno, o Gabriel (Figura 83), também parece compreender que para
justificar a veracidade da afirmagdo € necessario ter em aten¢do “os nlimeros possiveis para k”,

mas ndo apresenta nada que sustente o seu argumento.
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Figura 83: Resolucéo do Gabriel na Questdo 1.2.3 da Questéo-Aula
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A sua justificacdo foi baseada em afirmacdes do professor (nivel 1 de complexidade),
porque quando apresentei exemplos de equacdes vetoriais de segmentos de reta e comparei com
as de reta, salientei que a diferenca Obvia era a restri¢do definida para os valores de k. Quanto a

formalidade, considero ser do tipo A, por estar muito incompleta.

5.9.2. Questao 1.3.2

1.3.2. O segmento de reta [DH] & um raio da superficie esférica §7 Justifique

Figura 84: Questéo 1.3.2 da Questdo-Aula
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Todos os alunos que resolveram esta questdo (Figura 84) justificaram a sua resposta
com caracteristicas do nivel 3C de complexidade, mas houve cinco alunos que ndo terminaram

a sua resolucéo, devido ao tempo disponivel, por esta ser a penultima pergunta da questdo-aula.

Tabela 34: Niveis de complexidade das justificacdes na Questdo 1.3.2 da Questdo-Aula

(83::22_23"5) Niveis de complexidade Néo
resolveu
0 1 2 3A 3B 3C
N° de alunos 21 5
Percentagem 100% -

Na formalidade, apenas dois alunos dos vinte e um que a resolveram, realizaram uma
justificacdo formal incompleta (tipo B), os restantes conseguiram apresentar uma justificacdo de

tipo C de formalidade.

Tabela 35: Tipos de formalidade das justificacbes na Questdo 1.3.2 da Questdo-Aula

Questdo 1.3.2
(Questéo-aula)

Tipos de formalidade Né&o Né&o
atribuivel resolveu

A B C
N° de alunos 2 19 5
Percentagem 9,5% | 90,5% -

As resolucgdes que vou apresentar todas com o nivel 3C por basearem a sua justificacdo
em propriedades e procedimentos do calculo vetorial e da superficie esférica, apenas se

diferenciam no tipo de formalidade.
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Figura 85: Resolucdo do Tiago na Questdo 1.3.2 da Questdo-Aula

O Tiago comeca por indicar as informacgdes que foram obtidas em alineas anteriores, o
raio da superficie esférica S ser igual a 6, e 0 vetor CG ser igual ao vetor DH. Em seguida,
calcula as coordenadas do ponto H, e a norma do vetor DH.Na resposta, como no enunciado da
questdo 1.3, é dito que o ponto D é centro da superficie e o aluno explicitou esse elemento,
apenas era necessario provar que o ponto H pertencia a superficie esférica S, para justificar que
[DH] era um raio, que foi o que o aluno fez ao assinalar que a medida do segmento de reta
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[DH] é igual a medida do raio de S. Portanto, o aluno apresentou uma sequéncia logica de

argumentos referindo todos os elementos da situagdo utilizados, o que confere o tipo C de

formalidade.
Com uma estratégia semelhante, mas com o tipo B de formalidade, encontra-se a

resolucdo da Clara (Figura 86).
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Figura 86: Resolucdo da Clara na Questdo 1.3.2 da Questdo-Aula

Esta aluna, assim como o Tiago, calcula as coordenadas do ponto H e a norma do vetor

DH, mas na sua resposta ndo indica que o ponto D é o centro da superficie esférica S, e ndo
explicita a relagéo entre a distancia do segmento de reta [DH] com o comprimento do raio de S.
Assim a sua justificagdo esta incompleta, o que sustenta o tipo de formalidade atribuido.

Em seguida, com o tipo B de formalidade, mas com uma estratégia de resolucdo distinta

das anteriores, apresento a resolucdo do Gustavo (Figura 87).
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Figura 87: Resolucdo da Gustavo na Questdo 1.3.2 da Questdo-Aula

O Gustavo, em vez de calcular a norma do vetor DH, decidiu verificar se o ponto H
pertencia a superficie esférica S, utilizando a equacdo reduzida de S. Esta estratégia é suficiente
para poder provar que o segmento de reta [DH] é um raio da superficie esférica, porque,

sabendo que o ponto D é o seu centro, basta verificar se o ponto H pertence a S. Porém, embora
112



0 procedimento e as propriedades aplicadas validem a conclusdo do aluno, e por isso a
atribuicdo do nivel 3C de complexidade, na sua resposta, deveria estar explicito que a
veracidade da sua conclusdo também advém de D ser centro de S, e a linguagem adotada podia

ser mais formal. Por estas duas razdes, atribui a sua justificacdo o tipo B de formalidade.

5.9.3. Dificuldades dos alunos

A resolucdo da Bruna, da Déalia e do Gabriel exemplificam todas as resolucbes que
ocorreram na questdo 1.2.3 da questdo-aula, com excecdo ao caso dos alunos que nao
resolveram ou que ndo justificaram. Os alunos contabilizados como “ndo resolveu”, 0 foram,
por terem faltado a questdo-aula, e 0 aluno que néo justificou apenas escreveu o valor l6gico da
afirmacéo. A dificuldade desta questdo era os alunos relacionarem os valores que limitavam o
intervalo definido para o parametro k e as coordenadas dos pontos C e G. A maioria dos alunos
identificou a necessidade dessa relacéo e a explicitou, mas houve quem apenas a mencionasse
sem apresentar calculos, ou calcularam, mas ndo explicitaram com um conjunto de inferéncias
organizadas o significado dos resultados obtidos.

A questdo 1.3.2 apresentou melhores resultados que a questdo anterior, tendo sido a
maior dificuldade a de ndo compreenderem a necessidade de explicitar a relacdo entre a
distancia do segmento de reta [DH] com o comprimento do raio de S.

Assim, a maior dificuldade em ambas as questdes, foi explicitar todas as informacgdes

para obter uma justificacdo completa.

5.10. Andlise das Entrevistas

As informac6es obtidas por meio das entrevistas aos alunos foram de grande valia para o
entendimento do impacto que esta investigacdo proporcionou a estes. O guido utilizado €
composto por quatro perguntas, do qual se encontra no Anexo 18. De forma geral foi possivel
identificar a satisfacdo e grande aceitacdo quanto ao método utilizado para as aulas. Entretanto
ha que se pontuar os aspectos mais relevantes quanto as impressdes expressas pela turma.

A primeira pergunta versa sobre a opinido dos alunos sobre o que lhes foi solicitado nas
aulas em que foi pedida a opinido acerca das resolucGes dos demais colegas, ainda se estes
julgam que as suas opinides ajudaram os demais colegas, e se as opinides dos colegas também
0s ajudaram com seu aprendizado. A resposta massiva dos grupos ressalta que o facto de que
visualizar a resolucdo dos outros colegas é algo importante para o aprendizado geral de cada
grupo, devido a visualizacdo e analise de raciocinios matematicos e justificaces diferentes dos

préprios. Segundo os alunos isto corrobora com a comparagdo quanto as proprias resolucdes e
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auxilia a identificacdo de erros na resolucdo de cada grupo apresentado, facilitando uma
compreensdo mais profunda dos conceitos matemaéticos abordados. Todos os grupos afirmaram
que as aulas em que houve opinido da turma os ajudaram, bem como acreditaram que suas
opinides também ajudaram a seus colegas.

A segunda pergunta trata acerca das dificuldades sentidas durante as resolugdes das
fichas, com énfase as questBes que solicitavam justificacdo. O ponto de maior dificuldade para
a maior parte dos grupos foi 0 ato de justificar em si, em como explicar o raciocinio atraves
com as suas proprias palavras. Os sete grupos de alunos entrevistados perceberam uma
mudanga significativa e gradual melhora no entendimento do que caracteriza uma justificacdo
valida, e também, a consequente reducdo da dificuldade quanto a formulacdo das justificacdes,
entre a primeira e Gltima aula que continham a resolucédo e discussdes de questdes deste tipo.
Segundo os entrevistados, isto se deu devido a constancia de questbes desta natureza, que
trouxe maior familiarizacdo dos alunos em como devem elaborar as suas justificacoes.

A terceira pergunta possui como foco a identificagdo dos aspectos desenvolvidos
durante as aulas que os alunos consideram que o0s ajudou a ultrapassar as dificuldades
identificadas na pergunta anterior. Houve por parte da maioria dos alunos a reflexdo de que a
pratica da discussdo coletiva trds maiores possibilidades de visualizar varias maneiras de
resolver uma questdo, sendo estas mais ou menos elaboradas que as proprias resoluces. Em
segundo lugar de destaque, ainda sobre as discussdes coletivas, houve o aspecto relacionado a
apresentacdo das resolucdes para a turma que, segundo eles, os auxiliou na clarificacdo do
raciocinio por serem incentivados a apresenta-las aos demais colegas da turma. Em ultimo, o
aspecto que mais os auxiliou, citado por dois grupos, foi 0 momento da realizacdo da ficha,
devido ao acompanhamento do docente por sugerir representacdes e justificacdes alternativas.

A quarta pergunta questiona os entrevistados sobre a dinamica em grupo durante as
aulas ministradas, se gostaram de trabalhar em conjunto com outros colegas e se o trabalho em
grupo ajudou a superar as dificuldades durante as resolucdes das fichas. A resposta da maioria
dos grupos foi positiva quanto ao trabalho em grupo, tendo apenas um dos alunos que nao se
agradou deste tipo de dindmica em sala de aula, devido, segundo ele ao seu caracter pessoal
introvertido. Quanto ao auxilio durante as resolucfes das fichas todos os grupos afirmaram que
isto os auxiliou devido aos aspectos de complementacdo do raciocinio matematico de cada
aluno, rapidez nas resolucdes, reducédo significativa nas dificuldades encontradas quando das
resoluc@es individuais pelo apoio matuo e diferentes niveis de entendimento matematico entre
0s membros dos grupos e por se tratar de uma dindmica diferente e mais aprazivel da

habitualmente empregada em sala de aula.
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6. CONCLUSOES

No ultimo capitulo deste relatério, apresento as conclusdes deste estudo, com o objetivo
de responder as questdes de investigacdo com base na analise de dados. Em seguida, encerro
com uma breve reflexdo sobre o estudo e as aprendizagens adquiridas ao longo desta

intervengao e as implicagdes para minha pratica futura.

6.1. Caracterizacdo das justificacbes matematicas apresentadas pelos alunos

Ao examinar as resolugdes dos alunos nas fichas de trabalho e na questdo-aula, fica
evidente que as justificagdes dos alunos variaram em termos de complexidade. As justificagdes
de natureza dedutiva, que se baseiam em propriedades ou procedimentos matematicos (nivel
3C), foram as mais comuns, nao tendo havido uma unica questdo em que nao houvesse um
aluno a elaborar uma justificagdo nesse nivel. No entanto, s6 a partir da ficha de trabalho D —
Parte II, que a percentagem de justificagdes 3C ultrapassou constantemente os restantes niveis.
Acredito que isso se deva a dificuldade das questdes ter comegado a aumentar nesse momento,
o que impossibilitou o surgimento de justificagdes com outro nivel, visto que as resolucdes
estavam muito dependentes da aplicagdo de procedimentos relativos a equacdo vetorial de uma
reta.

Em relacgao as justificagdes que decorrem da coeréncia logica, estas estiveram presentes
em menor nimero. O nivel 3A apenas ocorreu na questdo 1.a), na questdo 2.d) e na questao 2.1),
tendo sido preponderante na 1.a) e na 2.f), devido ao facto de a maior parte dos alunos terem
optado por apresentar um contraexemplo para justificar a sua resposta. Em menor ntimero,
15,4% dos alunos, na questdo 2d) da mesma ficha, tentaram realizar uma justificagdo por
absurdo. Do que pude depreender acerca deste nivel, os alunos s6 justificam com base em
principios 16gicos, quando ¢ substancialmente mais fécil apresentar um contraexemplo do que
utilizar propriedades, definicdes ou teoremas matemdticos, ou quando ndo existe um
procedimento Obvio para resolver uma questao, tal como sucedeu na questao 2d).

As justificacdes baseadas na evidéncia empirica (nivel 2) foram observadas, em grande
percentagem, na andlise das duas primeiras questdes, mas por razdes distintas. Na primeira
questdo, era necessario identificar que uma determinada propriedade era comum a um conjunto
alargado de objetos, portanto, os alunos tinham que generalizar. A justificacdo dessa
generalizagdo baseou-se, sobretudo, em casos particulares (56,5%), sem, no entanto, todos
terem nogdo de que isso ndo constitui uma justificagdo matematicamente valida. Tanto que,

apods essa questdo, a experimentacdo ingénua de validar uma generalizacdo com base em alguns
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exemplos, apenas ocorreu novamente na questdo 2 da ficha de trabalho D — Parte II, mas com
uma frequéncia relativa menor que 20%. Na segunda questdo, os alunos justificaram elementos
cruciais da sua resolu¢dao, com base em percegdes da figura. Esta situagdo, ocorreu ainda na
questao 2d) da ficha de trabalho C, devido ao facto de alguns alunos fundamentarem o valor
logico atribuido com base numa descricdo visual da afirmagdo. As justificacdes baseadas em
impressdes visuais vagas, sdo um fenémeno decorrente no tema da Geometria (NCTM, 2009), e
ao longo da minha intervengdo, ocorreram sempre que um aluno tinha nogdo de que o que
estava a dizer era verdade, apresentando por vezes um desenho a retratar a situagdo, mas depois
desconhecia qual a propriedade que validava o seu argumento. Esta situagdo, acontecia,
sobretudo, com alunos com um certo dominio na utilizagdo de representacdes visuais, mas que
depois tinham dificuldades em estabelecer conexdes com outros tipos de representagao,
principalmente a simbolica.

As justificagdes que se basearam em autoridade externa (nivel 1) foram raras, tendo
acontecido apenas em dois momentos: na ficha de trabalho E e na Questdo-Aula. Na ficha E,
ocorreu uma utilizagdo inapropriada da simbologia matematica, onde era visivel que a
preocupacdo ndo era o conteido da justificacdo, mas sim a sua estrutura. Na Questdo-Aula,
houve um aluno que para justificar a veracidade de uma afirmagao, utilizou uma adaptacao de
uma frase que eu proferi durante as aulas. A pouca ocorréncia de justificacdes deste nivel nao
me permite tirar ilagdes crediveis sobre o porqué de terem acontecido, apenas posso supor que
na Ficha E o aluno conhecia o procedimento, mas ndo sabia usar a simbologia adequada, e na
Questdo-Aula, por se tratar de uma ficha de avaliagdo sumativa, o aluno preferiu utilizar uma
frase do professor, do que nao justificar. Assim, considero que a utilizacdo esporadica de
justificacdes deste nivel deve-se ao facto de os alunos desta turma terem consciéncia de que
estas raramente sdo consideradas validas.

As justificagdes de nivel 0, ou seja, respostas sem justificagdo, também estiveram
presentes em algumas resolugdes, sendo a sua maior percentagem na primeira questdo a ser
analisada, porque houveram alguns alunos que durante a introdugdo da ficha, estiverem com
pouca aten¢do e negligenciaram a apresentacao de justificagdes. Os restantes casos foram em
perguntas de verdadeiro e falso, onde os alunos ndo sabiam a resposta e apenas optaram por
uma das hipoteses, sem justificar.

Por ultimo, ndo houve qualquer justificagdo baseada em exemplos genéricos (3B).
Considero que o principal motivo seja por ndo ter criado uma questdo que estivesse
especificamente orientada para esse efeito, apesar de nenhuma das outras questdes terem sido

realizadas com isso mente, pois um dos objetivos era haver justificagdes de natureza diversa.
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Portanto, isto evidéncia que as justifica¢cdes deste nivel sdo raras de acontecer fora do ambito
“experimental”, onde operagdes sdo realizadas com resultados antecipados (Sowder & Harel,
1998).

Em termos de formalidade, as justificacdes do tipo B (incompletas do ponto de vista
formal) foram predominantes em quase todas as questdes até a ficha de trabalho D. Com
destaque para a questdo 1.2 da ficha de trabalho B e para a questdo 2.e) da ficha de trabalho C,
onde todos os alunos apresentaram justificagdes do tipo B. Frequentemente, o motivo para esta
classificagdo era a falta de sustentacdo em alguns passos que os alunos consideravam evidentes
e, portanto, ndo julgavam necessario explicar de forma mais completa. As outras razdes
variavam entre o esquecimento de alguma palavra ou expressdo que consequentemente alterava
o significado do argumento, e a apresentacdo de respostas sem a indicagdo explicita da
estratégia de resolugdo.

As justificagdes do tipo C (formais e completas) foram mais comuns, a partir do mesmo
momento em que as justificagdes nivel de complexidade 3C comegaram a ser. Considero um
acontecimento plausivel, visto que quanto mais as questdes comecaram a depender de
determinados procedimentos, sem que houvesse muita variagdo, melhor os alunos
interiorizaram como deveriam escrever uma justificacdo valida e completa para essas situagoes.
Nao obstante, também acredito que a énfase colocada na forma como os alunos deveriam
apresentar uma justificagdo validas e completa, especialmente na ficha de trabalho D — Parte I,
e nos momentos de discussao coletiva, os tenha incentivado nesse sentido.

As justificacdes do tipo A, foram raras, tendo acontecido em duas situagdes: A primeira
foi numa questao de atribuicao de valor 16gico, onde o aluno para justificar que a afirmacao era
verdadeira, por pouco ndo copiou a propria a afirmagao. A segunda foi na Questao-Aula, onde a
justificagdo do aluno foi muito incompleta. Portanto, situagdes muito especificas e distintas, que
ndo apresentam qualquer relagdo entre si. Isto revela que os alunos desta turma, tentaram
sempre ser minimamente formais nas suas justificacdes, mesmo que algumas fossem

incompletas.

6.2. Dificuldades dos alunos na formulacéo de justificacdes

Ao analisar as justificagdes, ficou claro que os alunos enfrentaram algumas dificuldades,
tanto na aplicacdo dos conceitos lecionados ao longo da intervencdo letiva, quanto na
elaboracdo de justificacdes validas e completas.

Quando se trata de justificar generalizacdes, apesar de se ter verificado alguma evolucéo

na ficha de trabalho D — Parte Il, houve quem continuasse a validar a sua generalizacdo com
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base em casos particulares, o que evidencia a dificuldade de alguns alunos em validar sem
particularizar. Esta tendéncia, daquilo que pude compreender, esta intimamente relacionada
com a falta de pratica na linguagem algébrica, e por isso ndo conseguem justificar
dedutivamente.

Em relagdo as questdes com um grau de dificuldade superior, na questdo 1.2 da Ficha de
trabalho B, na questdo 1.1 da Ficha de trabalho E e na questdo 1.1 da Ficha de trabalho F, os
alunos ndo apresentaram dificuldades significativas na aplicacdo dos conceitos, ja que todas as
resolucdes se enquadram no nivel 3C. As questdes apresentavam uma estrutura fechada, ou
seja, as instrugcdes eram claras, o que incentivava os alunos a justificar com base no que
aprenderam, isso explica a predominancia de justificacdes de nivel 3C nesse contexto. No
entanto, sdo também nestas questfes que surgem a maior quantidade de justificacbes com erros
significativos na simbologia matematica, omissGes de elementos importantes, e a falta de
encadeamento légico nos argumentos utilizados.

No que diz respeito a refutacdo de afirmacGes, apesar de se considerar que 0s alunos
frequentemente enfrentam desafios em compreender que um contraexemplo para uma
afirmacdo matematica deve cumprir as condicdes estipuladas na prépria afirmacdo, enquanto
simultaneamente a contradiz (Galbraith, 1995, como citado por Mata-Pereira, 2018) ndo houve
nenhuma situagéo no presente estudo em que um aluno tivesse tido dificuldades em identificar e
aceitar que um anico exemplo é suficiente para invalidar uma afirmacao.

Quando se trata da formalidade das justificacOes, a presenca de justificagbes do Tipo C
indica que alguns alunos se esforcaram por apresentar justificagdes mais completas. Ainda
assim houve um grande nimero de justificagdes incompletas, muitas vezes devido a omissdo de
propriedades ou elementos importantes.

Em resumo, os alunos enfrentaram desafios na elaboracdo de justificacBes validas e
completas, na aplicacdo correta de conceitos matematicos e na utilizacdo apropriada da notacéo
matematica em diversas questdes e tarefas analisadas. Estas dificuldades variaram de acordo

com a natureza das questdes e a formalidade exigida.

6.3. Caracteristicas potenciadoras da abordagem exploratdria no desenvolvimento

das justificacdes dos alunos

No que diz respeito a realizagéo das fichas de trabalho, os alunos relataram, durante as
entrevistas, que foram constantemente solicitados a fundamentar as respostas com suas proprias

palavras. Eles consideraram esse elemento como fundamental para a evolucdo das justificagoes,
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pois, em vez de abordarem as questdes de forma passiva, seguindo simplesmente os conceitos
matematicos aprendidos, os alunos foram incentivados a pensar criticamente.

Nas primeiras aulas, os alunos demonstraram ter dificuldade em resolver questdes que
exigiam justificacdes. Isso ficou evidente nas entrevistas, onde os alunos afirmaram sentir-se
desorientados diante de questdes desse tipo, por ndo estarem habituados a justificar
frequentemente. No entanto, ao longo da intervencgéo, houve um claro desenvolvimento. Muitos
alunos afirmaram que se sentiam mais confiantes e capazes de lidar com questdes que exigiam
justificacGes, demonstrando um maior dominio neste processo de raciocinio matematico.

Quanto a discussdo das fichas de trabalho, a pratica de os alunos apresentarem e
explicarem suas resolugdes para que o0s colegas as analisassem, desempenhou um papel
fundamental em suas aprendizagens. Isto porgue a visualizacdo e andlise de estratégias diversas,
permitiu os alunos fossem além do que haviam inicialmente desenvolvido, o que facilitou a
identificacdo de erros, tanto em suas proprias resolucdes, quanto nas resolugdes dos colegas, e
contribuiu para a compreensdo dos conceitos matematicos.

Nestes momentos, enquanto professor, percebi que a acdo de “convidar" os alunos a
discutirem suas resolucdes tornou-se cada vez menos necessaria, pois 0s proprios alunos
comecaram a tomar a iniciativa de as querer debater. As agdes de "informar/sugerir” eram
principalmente relevantes quando os alunos enfrentavam muitas dificuldades, e nesses casos, eu
precisava fornecer informacfes adicionais para enriquecer o debate. As estratégias de
"apoiar/guiar” e "desafiar" foram as mais eficazes no desenvolvimento das justificacdes dos
alunos, especialmente durante a ficha de trabalho D — Parte I. Ao orientar os alunos para
reconhecer 0s aspectos essenciais na elaboracdo de uma justificacdo valida e completa, e depois
desafia-los a apresentar uma justificacdo nesses moldes, foi quando observei uma evolugédo
significativa nas suas justificacdes.

Nas questbes que envolviam os alunos justificarem uma generalizacdo e nos problemas,
observou-se uma diminuicdo das justificacdes no nivel 2. Isso ocorreu porque os alunos
passaram a evitar justificar uma generalizacdo com base em casos particulares, e nos
problemas, deixaram de usar perce¢fes como justificagdo. Em relagdo a formalidade das
justificacGes, observou-se uma evolugdo mais evidente, pois os alunos passaram a expressar por
escrito 0 que antes comunicavam apenas oralmente.

Assim, foi durante as acOes de apoiar/guiar e desafiar, especialmente durante 0s
momentos de discussao coletiva e a resolugdo de fichas que incluiam questbes que solicitavam
aos alunos a andlise de justificacbes apresentadas por outros, que se observou o0 maior

desenvolvimento das justificacdes dos alunos.
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E importante mencionar que o trabalho em grupo também promoveu a cooperagio e o
apoio mutuo entre os alunos, independentemente dos seus diferentes niveis de aproveitamento.
Essa colaboracdo mostrou-se presente e altamente benéfica ao longo de todo o processo de
trabalho, seja entre os membros de cada grupo durante a elaboracéo das resolucdes, como nas
discussdes coletivas em que as trocas de ideias e entendimentos complementares se tornavam

mais fundamentais para aprofundar os conceitos presentes nas fichas.

6.4. Reflexao Final

No contexto desta investigacao, enfrentei desafios ao procurar promover as justificaces
matematicas, tanto na elaboracdo das fichas quanto durante as aulas. Um dos meus objetivos
nas fichas era estimular diferentes justificacdes de natureza diversas, mas nas duas Ultimas aulas
isso tornou-se praticamente impossivel devido a ser necessario apresentar o procedimento para
calcular pontos de intersecdo. Portanto, nem sempre foi facil conciliar esse objetivo com a
calendarizagdo dos conceitos a serem lecionados.

No que se refere a promocdo do raciocinio matematico em sala de aula, percebo que
nem sempre minhas intervengdes estiveram alinhadas com esse propoésito. Em algumas
situacOes, deixei de questionar os alunos de forma a desafia-los a aprofundar suas respostas e
tive que ser eu a informar as caracteristicas de uma justificacdo valida e completa.

No que diz respeito as aprendizagens dos alunos no célculo vetorial, minha avaliacdo é
que, inicialmente, os objetivos estipulados ndo foram completamente alcancados. No entanto,
apos a questdo-aula, tive a oportunidade de revisar os conhecimentos adquiridos pelos alunos, e
a turma manteve uma classificacdo similar a obtida no final do 2.° Periodo. Por isso considero,
que talvez fossem necessarias mais aulas para conseguir adequar os objetivos de aprendizagem
com os do estudo.

A partir das aulas lecionadas e do estudo realizado, ficou claro a importancia das tarefas
no processo de ensino. As tarefas, quando escolhidas, planejadas e implementadas de forma
adequada, podem proporcionar oportunidades de aprendizagem muito ricas. As minhas
questdes foram realizadas segundo os principios definidos no Projeto Raciocinio Matematico e
Formacdo de Professores para promover a justificacdo, e pude compreender que diferenciar o
género de questdes é imprescindivel para chegar a todos os tipos de perfis de alunos.

A previsdo de tempo necessario para as aulas foi um dos maiores desafios enfrentados
durante a minha intervencdo. Esse fator frequentemente condicionou o desenvolvimento das

aulas. A previsdo do tempo é especialmente importante, pois esta relacionada a planificagdo das
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aulas, que, por sua vez, depende da compreensdo do publico-alvo. Para lidar com esses
obstaculos, muitas vezes foi necessario fazer adaptacdes em tempo real durante as aulas.

Ao ter desempenhado o papel de professor e investigador ao longo desta intervencéo,
levou-me a concentrar no meu desempenho como professor, examinando o discurso que
utilizava, a organizacdo das informacOes nas aulas e a preparagédo das licdes ministradas. Esse
duplo papel enriqueceu minha compreensdo da dinamica da sala de aula e me ajudou a
aprimorar minha abordagem pedagdgica.

As aulas de ensino-aprendizagem exploratdrio, apesar de desafiantes, tanto para mim,
como para os alunos, revelaram-se uma mais-valia no meu aprendizado, porque pude constatar
a reacdo dos alunos a esta abordagem de ensino, que no inicio acharam fastidiosa por terem que
explicar as suas resolucdes, mas depois eles ja tomavam a iniciativa de o fazer, na busca por
querer compreender todos 0s elementos relacionados a sua resolucéo.

Em resumo, esta experiéncia de ensino proporcionou-me aprendizagens em duas
dimensbes essenciais. Primeiro, aprendi muito sobre como implementar a metodologia a
ensino-aprendizagem exploratério. Segundo, como promover as justificagcdes matematicas dos
alunos pode influenciar a sua visao acerca da Matematica.

Com base nessas aprendizagens, pretendo incorporar nas minhas futuras aulas a
abordagem explorat6ria, mas com uma melhor planificacdo das aulas, e com tarefas que leve os

alunos a discutir mais entre si.
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Anexo 01: Plano de Trabalho — Aula 08-02-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espaco
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor
Matemética 10.° Ano SUMARIO:

08 fevereiro 2023
Hora: 10:00h as 11:30h = Introducéo ao calculo vetorial no espaco e resolucéo de exercicios.

TOPICOS

= Coordenadas de vetores no espaco.

= Adicdo de vetores: regras do triangulo e do paralelogramo.

= Operacgdes com coordenadas de vetores no espaco: Diferenca de dois pontos; Soma de
um ponto com um vetor; Produto de um namero real por um vetor; Soma e diferenca de
vetores; Norma de um vetor.

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

GERAL ESPECIFICOS
= Estender as propriedades geométricas = Determinar as coordenadas de um vetor no
e algébricas de vetores no plano ao espaco.
espaco. = Aplicar a regra do triangulo e do

paralelogramo com vetores no espago.
= Operar com coordenadas de vetores no
espaco.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS
= Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao

(Visual, Simbolica e Verbal).
= Raciocinio Matematico.

CONHECIMENTOS PREVIOS

= DefinicGes e propriedades de vetores no plano.
=  Manipulacéo de expressdes algébricas (7.° e 8.° ano).
* Planos e eixos coordenados.

RECURSOS
Professor Alunos
PowerPoint =  Manual Maximo 10
Geogebra = Caderno

Manual Maximo 10
Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO
=  Trabalho em grupo-turma durante a revisdo de contetdos.

=  Trabalho autonomo durante a realizagéo de exercicios.
= Discussao das resolugfes dos exercicios, em grupo-turma.
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AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho autbnomo, usando a observacdo como

instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o interesse do

aluno. No momento da revisdo de conteldos e da discussdo das resolugdes dos
exercicios, o professor deve avaliar a participacdo e a capacidade do aluno em exprimir
as suas ideias, escrita e oralmente, verificando o rigor matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em nove momentos, correspondendo respetivamente a:

Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

Revisdo de conteudos sobre a caracterizacdo e representacdo de vetores (10
minutos);

Apresentacéo e discussdo, em grupo-turma, sobre a relacdo entre a aplicagédo da regra
do triangulo e do paralelogramo na adicdo de vetores no plano e no espaco (10
minutos);

Resolucao autonoma de um exercicio (5 minutos);

Correcdo do exercicio e esclarecimento de duvidas (10 minutos);

Apresentacdo e resolucdo de um exercicio, em turma, sobre como determinar
coordenadas de vetores no espaco (10 minutos);

Apresentacdo e discussdo, em grupo-turma, sobre propriedades das operagdes com
coordenadas de vetores no espaco (10 minutos);

Resolucdo autonoma de exercicios do manual Maximo 10 (15 minutos);

Correcéo dos exercicios e esclarecimento de duvidas (15 minutos).

» MOMENTO 1 (10:00 -10:05)

Este momento tera inicio com a entrada inicial dos alunos.

» MOMENTO II (10:05 -10:15)

Este momento sera dedicado a revisdes sobre caracterizacdo e representacdo de

vetores, onde deve ser relembrado:

Um vetor fica caracterizado por uma dire¢do, um sentido e um comprimento.
A representacdo literal e grafica de vetores.

Segmentos orientados equipolentes determinam o mesmo vetor.

A definicdo de vetor posi¢do de um ponto.

Exemplo no plano Exemplo no espaco

<l
Il
®)
)
N
Il
el
=~
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» MOMENTO 111 (10:15-10:25)

Neste momento serdo apresentados e discutidos, com o auxilio do Geogebra, alguns
exemplos sobre a forma como os alunos aplicavam a regra do triangulo e do paralelogramo
para somar vetores no plano, a fim de aplicar as respetivas regras com vetores no espaco.

Exemplo no plano

Regra do Triangulo Regra do Paralelogramo

i+ B (:\ i

Exemplo no espaco

Regra do Triangulo Regra do Paralelogramo

AF + ED = AF + FC = AC AC+ DH = AC + AE = AG

» MOMENTO 1V (10:25-10:30)

Este momento serd para os alunos resolverem um exercicio autonomamente sobre a
aplicacdo da regra do triangulo e do paralelogramo com vetores no espaco.

Exercicio 1:

1. Na figura abaixo estéo representados dois 1.1 Completa de modo a obteres afirmagdes verdadeiras
cubos [ABCDEFHGH]| e [EFGHIJKL].

a) FE + CH =
/ I
K : L b) JL+ AD =
EE c) EG + IC =
deveceecd H
F G d) KG + 2E] =
Ap. L. e ¢) IC - 2KF =
| B — e
f) AB+GH+ D] =
Figura 1
Dificuldades dos alunos Questdes orientadoras

= |dentificar  representantes do = O que esta escrito no enunciado acerca da
mesmo vetor de forma a figura? O facto de serem cubos, permite teres
conseguirem aplicar as regras. alguma informagdo acerca dos vetores

representados? Por exemplo, o vetor FG e o

= N&o conseguir visualizar um - . <
g vetor KL, existe alguma relacdo entre eles?

representante do vetor 2EJ e/ou do
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vetor -2KF, cujo escalar a = Observa, por exemplo, o vetor AF e o vetor BL,
multiplicar pelo vetor seja igual a detetas alguma  diferenga? Dizes o0
um. comprimento, e consegues saber quanto sera

>

essa diferenca de comprimento? Entdo, se

olhares agora para o vetor EJj, consegues dizer-
me um vetor que seja o dobro desse? Agora, 0

vetor KF, qual sera o efeito no vetor ao
multiplicarmos ele por “menos dois™?

MOMENTO V (10:30 -10:40)

A correcdo deste exercicio inicia-se com o professor a questionar os alunos acerca

das respostas obtidas. Para cada alinea, devera ser representado no quadro e identificado na
prépria figura, todos os vetores utilizados durante os calculos intermédios.

Algumas questdes a serem colocadas pelo professor:

Qual a regra mais simples de aplicar nesta alinea?
Atendendo a vossa resposta, como aplicaram a regra?
Se aplicasse a outra regra, como seria?

Um dos vossos colegas escolheu, por exemplo, o vetor FL em vez do vetor EI, qual a
diferenca?

(Antes da corre(;ao da alinea d.) Qual a dlferenga entre o vetor E] e o vetor 2EJ? E
entre o vetor E] e 0 vetor 2E]’) E entre o vetor 2E] e 0 vetor - 2E]’>

Na ultima alinea, podia comegar por somar o vetor GH com o vetor DJ e s6 depois
entdo somar ao vetor AB?

» MOMENTO VI (10:40-10:50) z4
Neste momento, sera apresentado um exercicio no E r
PowerPoint que deve ser resolvido em grupo-turma. sl /{:"!
Exercicio 2: Z ié - @
Na figura 2, estd representado um paralelepipedo _‘i’jfﬂ'--i' wiiin 'it-}"'k_‘_lﬁ’
com 5cm de comprimento, 2cm de largura e 3cm de ’,{
altura, fixado num referencial o.n Oxyz. Determina as Figura 2

coordenadas do vetor v.

Neste exercicio é importante destacar a relacdo entre as dimensdes do paralelepipedo

e as coordenadas do vetor, e explicar aos alunos que fixado um referencial ortonormado do
espaco, sendo e; = 0X, & = OY e e; = 0Z, para qualquer vetor %, existe um, e um
Unico, terno ordenado (v,,v,,v3), designado por coordenadas de v, tal que: ¥ = v e+
v,e; + vges. Assim, neste exercicio, tem-se que:

3 = 2e;+ 5¢, + 5e;

e o terno (2,5,3) é unico.

» MOMENTO VII (10:50 -11:00)
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Neste momento sera apresentado uma sintese de todas as propriedades que os alunos
ja conhecem sobre operagdes com coordenadas de vetores no plano, enquanto se
estabelecesse uma correspondéncia para vetores no espaco.

» MOMENTO VIII (11:00 -11:15)
Este momento sera para os alunos resolverem trés exercicios do manual.

No primeiro exercicio, para a alinea 1.1, pretende-se que os alunos apliqguem pelo
menos duas das seguintes operagoes:

= Diferenca de dois pontos;
= Soma de um ponto com um vetor;
= Soma e diferenca de vetores

Na alinea 1.2, os alunos devem determinar a norma de trés vetores, podendo utilizar
a relacdo entre as dimensdes do paralelepipedo e as coordenadas calculadas anteriormente,
ou aplicando a férmula da norma de um vetor.

1. Na figura seguinte esta representado, num referencial 1.1 Determina as coordenadas dos vetores:
ortonormado do espago, um paralelepipedo.

a) 0A e)oc e) BE
Sabe-se que:
+ Aface [0ABC(] esta contida no plano x0y; b) OB oD d)CA
+ Aface [0AEF] esta contida no plano x0z; '
+ Aface [OCDE] esté contida no plano yOz; 1.2 Determina:
* O vértice G tem coordenadas (5,6,2).
. @ [0
b) ||oE]|
0 . - A
J
A B
Fx
Figura 3
Dificuldades dos alunos Questdes orientadoras

= N&o compreender a relacdo entre ® No enunciado é dito que a face [0ABC]esta
as coordenadas dos pontos e 0 contida no plano xOy, o que isso significa?
plano onde estdo contidos. Consegues extrair alguma informacdo sobre 0s
pontos O0,A, B e C a partir do facto de estarem

= N&o compreender a relacdo entre contidos no plano x0y?

as coordenadas do ponto G e as

coordenadas dos outros pontos. » Quais sdo as coordenadas do ponto G? Isso
mesmo, agora qual achas que serd a relagédo
entre as coordenadas do ponto G e do ponto B?
Sera alguma alteragdo no valor da abcissa? Na
ordenada? Na cota?
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No segundo exercicio pretende-se
que os alunos, além de aplicarem as
operacbes mencionadas no primeiro
exercicio, que também  pratiquem
operacdes envolvendo o produto de
numero real por um vetor e que facam uso
das regras geométricas como forma de
facilitar os célculos.

Dificuldades dos alunos

N&o compreender a relacdo entre
as coordenadas dos pontos A4, C e
D e os eixos onde estéo contidos.

N&o conseguir calcular as

coordenadas do ponto M ou N.

N&o compreender a relacdo entre
as coordenadas do ponto F e as
coordenadas dos outros pontos.

Dificuldade em visualizar e/ou
determinar as coordenadas do

vetor %E ou %@

Na figura estd representado,
num referencial ortonormado
do espago, o paralelepipedo

3 Escreva as coordenadas dos
retingulo [OABCDEFG].

VELOTes:

7.1. 04 7.2. OB

7.3. O 7.4, OD

5. OF 7.6, OF

7. AF 8. CF

79. DF

710. GF - BA+GC

Sabe-se que: = i Jigee G
7.1, DF+~AE+MG

« Dsvértices A, Ce D 2

712, AB + 2G]

pertencem aos semieixos
positivos Ox, Oy e Oz,
respetivamente;

« M e N siaoos pontos médios 7.1
das arestas [BF] ¢ [FG],
respetivamente;

« o ponto F tem coordenadas
(2,3, 4).

Questdes orientadoras

Diz-me as coordenadas de um ponto que
pertenca ao eixo Ox, agora outro ponto, e mais
outro ponto, 0 que esses trés pontos tém em
comum? Entdo o facto do ponto A pertencer ao
eixo Ox quer dizer o0 qué?

O que significa o ponto M ser ponto médio da
aresta [BF]? Entdo, tens as coordenadas de B e
as coordenadas de F, quais tém que ser as
coordenadas de M para ser ponto médio dessa
aresta?

Quais sdo as coordenadas do ponto F? Isso
mesmo, agora qual achas que serd a relacdo
entre as coordenadas do ponto F e do ponto B?
Seré alguma alteracdo no valor da abcissa? Na
ordenada? Na cota?

Durante a aula, conseguiste perceber qual a
diferenca entre, por exemplo, o vetor 1 e o vetor
2u? Exatamente, o vetor 2u tem o dobro do

. ~ .y 15
comprimento, entao e se tivessemos o vetor Eu,

qual a sua relacdo para com o vetor u?
Consegues agora aplicar 0s mesmos principios
nos vetores do exercicio?
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No terceiro exercicio pretende-se que os alunos
consigam manipular expressbes algébricas com as 44

9.  Considere, fixado um referencial
ortonormado do espaco, 0s
vetores (1, a, 2) e

vib-1,2,4); a, bpER.

I. Determine a e b tal que:

coordenadas de vetores no espaco, utilizando os seus T

conhecimentos acerca de igualdade de vetores e norma
de um vetor.

Alinea

Dificuldades dos alunos

N&o lembrar quando é
que dois vetores sdo
considerados iguais.

2. N&o lembrar que pode
elevar ambos 0S
membros ao quadrado,
para resolver a equacao.

3. Né&o perceber como deve

somar coordenadas de
vetores envolvendo
incognitas.

» MOMENTO IX (11:15-11:30)

9.2. Determine a tal que:

|w]=3

9.3. Determine a e b tal que:

lit+v]=6

Questdes orientadoras

Se eu tiver, por exemplo, o vetor d(1,1,1) e o
vetor 5(1,2,3), achas que sdo iguais? N&o?
Por qué? E se tiver o vetor ¢(—1,—1,—-1),
este ja igual ao vetor @? N&o? Entdo como
teriam que ser as coordenadas do vetor ¢ para
ser considerado igual ao vetor a?

Qual o namero, cuja raiz € 3? E na tua
equacdo, o qual tera que ser o valor dessa
incognita, sabendo que a raiz e 3?

Se tiveres os vetores d@(1,1,1) e b(1,2,3), € 05
quiseres somar, como fica? E se for o vetor
c(a,1,1) e b(1,2,3), como sera a abcissa do
vetor soma?

A correc¢do do primeiro e do segundo exercicio inicia-se com o professor a questionar
os alunos acerca das estratégias utilizadas, caso algum tipo de operacdo ndo tenha sido
usada, o professor devera questiona-los se existe algum outro método de resolucdo, no
intuito de que se recordem de todas as operagdes estudadas em aula. No segundo exercicio,
é relevante destacar a diferenca, quanto a eficiéncia, entre utilizar as regras geométricas ou
aplicar sucessivamente operagdes como a diferenca entre dois pontos e a soma de

coordenadas de vetores.

No terceiro exercicio o professor devera fazer as seguintes questoes:

= Quando dois vetores s&o iguais?

»  Aequacdo V12 + a? + 22 = 3 é ou ndo equivalente a equacdo 5 + a? = 9 ?
= Na 9.3, tenho que somar primeiro os dois vetores e depois aplicar a férmula da
norma, ou posso utilizar a férmula individualmente para cada um dos vetores e em

seguida, somar?
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Anexo 02: Plano de Trabalho — Aula 09-02-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espaco
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor

Matemética 10° Ano SUMARIO:
09 fevereiro 2023
Hora: 13:30h as 15:00h = Colinearidade de vetores. Resolugdo e Discussédo da ficha de
trabalho A.
TOPICOS

= Colinearidade de vetores
=  Norma de um vetor
= Adicdo de vetores

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM
GERAL ESPECIFICOS

= Reconhecer, analisar e operar com
coordenadas de vetores no espaco.

Formular e testar generalizagoes.

Justificar e interpretar resultados.

= Reconhecer a relacdo entre coordenadas
de vetores colineares.

=  Manipular expressfes algébricas para o

célculo de coordenadas de vetores.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS

» Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao
(Visual, Simbolica e Verbal).
» Raciocinio Matematico.

CONHECIMENTOS PREVIOS

= DefinicGes e propriedades de vetores no espaco.
= Manipulacdo de expressdes algébricas (7° e 8° ano).
» Planos e eixos coordenados.

RECURSOS
Professor Alunos
= PowerPoint = Ficha de trabalho A
= Ficha de trabalho = Caderno

= Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO

» Trabalho em grupos de dois a trés alunos.
= Discusséo das resolugdes da ficha, em grupo-turma.

AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho autonomo, usando a observacdo como
instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o interesse do
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aluno. No momento de discussdo coletiva, o professor deve avaliar a participacédo e a
capacidade do aluno em exprimir as suas ideias, escrita e oralmente, verificando o rigor
matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em cinco momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

= Revisdo da definicdo e propriedades de vetores colineares e resolucdo em grupo-
turma de dois exemplos (15 minutos);

=  Apresentacdo da ficha de trabalho (10 minutos);

» Resolucdo autonoma da ficha de trabalho A (40 minutos);

= Discussao coletiva da primeira questdo da ficha A (20 minutos).

» MOMENTO I (13:30-13:35)

Este momento tera inicio com a entrada inicial dos alunos.

» MOMENTO Il (13:35-13:50)

Este momento sera dedicado a revisdo da definicdo e propriedades de vetores
colineares no plano, e a extensdo dos respetivos critérios ao espaco. Em seguida, serdo
resolvidos em grupo-turma dois exemplos sobre como verificar se dois vetores séo
colineares.

Exemplo 1:
= Verifique se os vetores %(—2, 3, 0) e ¥(4, 6, 0) sdo colineares

—2=-4) (H=2=1

I 3 =61 42
U=l e (-2,30)=4-460)ey [_g © l=%=%
0=0

— 15 ~ — > o~ H
Como u =7, entdo u e ¥ s40 colineares.
Exemplo 2:

= Verifique se os vetores (2, — 2, 6 ) e d(—1, 1, 3) séo colineares.

2= 222 222
1 1 3

Logo, os vetores ¢ e d ndo sdo colineares.

No final da resolugdo de cada um dos exemplos o professor deve perguntar se os
vetores em questdo tém ou ndo 0 mesmo sentido.

» MOMENTO Il (13:50-14:00)

Este momento terd inicio com uma breve introducdo a ficha de trabalho. Prevé-se
uma primeira explicacdo do enunciado da questao 1:

= A questdo diz respeito & norma de vetores e sua relacdo com a colinearidade de
vetores;
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= Os alunos devem identificar os casos em que a condicdo presente no enunciado se
verifica, para isso serd necessario que formulem hipdteses baseadas nas
particularidades associadas a colineriedade na adicdo de vetores e escolham,
apresentando uma justificacdo, as que respeitam a condicdo dada.

Em seguida é explicado o que se pretende da questdo 2:

» Nesta questdo estd presente quatro pares de vetores. Pretende-se que os alunos, para
cada par de vetores, verifiguem o0s que sdo colineares, e em caso afirmativo,
indiquem, justificando, se ttm o mesmo sentido.

Depois, o professor explica o que é pedido na Gltima questdo da ficha:

» Na figura esta representado um cubo. Pretende-se que os alunos, pela observacao da
figura e pelas informacdes adicionais no enunciado, determinem as coordenadas do
ponto H.

» Em seguida, o aluno deve interpretar o resultado e justificar a veracidade da
afirmagéo presente no enunciado.

Concluindo, os alunos devem ser informados de que dispdem de 40 minutos para
resolverem a tarefa em grupo de dois a trés alunos.

Atividade do aluno (e possiveis Atividade do Professor (e estratégias para lidar
dificuldades) com possiveis dificuldades dos alunos)

»= Os alunos podem colocar duvidas = Explicar o que sera feito e 0 modo como vai
sobre o enunciado das questdes, decorrer a aula;

quer em termos de linguagem, quer
em termos do que é dado e do que é ™= Distribuicdo do enunciado da tarefa a
pedido. realizar, indicando que deve ser feita a pares;

= Ler o enunciado e anunciar o inicio do
periodo de trabalho.

» MOMENTO IV (14:00-14:40)
Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:

=  Apoiar os alunos, atraves do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a
resolucdo da tarefa;

= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos a fim de ordena-las da forma
mais apropriada para 0 momento seguinte.

Questao/ Atividade do Aluno Atividade do professor
Momento
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Dificuldades

O aluno ndo consegue
compreender como deve
iniciar a resolugdo da
questao.

O aluno verifica o caso de
0S vetores serem
colineares com 0 mesmo
sentido, mas ndo analisa 0
caso dos vetores serem
colineares com sentidos
Opostos ou vice-versa.

O aluno nao verifica o caso
de pelo menos um dos
vetores serem nulos.

O aluno ndo verifica o caso
de os vetores serem néo
colineares.

O aluno tem ddavidas
acerca da forma como deve
justificar que a igualdade
ndo € valida para vetores
colineares com sentidos
opostos e para vetores nao
colineares.

O aluno justifica que a
igualdade se verifica para
vetores colineares com o
mesmo sentido ou na soma
de pelo menos um vetor
nulo, mas apenas com base
em alguns exemplos.

Os alunos ndo conseguem =

verificar se dois vetores sdo

Questdes orientadoras

Diz-me, por palavras tuas, o que é
pedido na questdo. Tu queres descobrir
em que casos essa igualdade se verifica,
essa igualdade representa 0 qué? Repara
que tens no enunciado um exercicio que
resolvemos ontem, o que falamos acerca
desse exercicio? Recordas qual era a
relagdo entre esses vetores?

J& verificaste a condicdo para vetores
colineares com o mesmo sentido, mas
quando se soma dois vetores colineares,
essa é a Unica hipotese?

Imagina que em vez de vetores, eram
nimeros reais, em que condi¢bes a
igualdade se verificava? Entdo, nos
nimeros reais o elemento neutro da
adicdo é um caso a considerar, e aqui
nos vetores, o que achas?

No enunciado € apresentado um
exemplo onde a igualdade ndo se
verifica, encontras alguma razdo para
iSS0?

Esses exemplos que calculaste
significam o qué? Agora Ié o que pede a
questdo. Entdo para justificares que
nessas condicBes a igualdade ndo se
verifica, basta um exemplo ou tens que
provar que para quaisquer vetores nessas
condicdes a igualdade néo se verifica?

Tu dizes que a igualdade vai se verificar
sempre que somarmos vetores nessas
condicdes, certo? E como justificaste
iss0? Apresentaste alguns exemplos
onde a igualdade se verifica, mas tu
dizes que a igualdade se verifica
sempre, COMO possSo ter a certeza que
para outros vetores além dos que
calculaste, também se verifica?

Tenta recordar-te do que falamos no
inico da aula, o que significa dois
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colineares.

= Os alunos ndo conseguem
verificar e/ou justificar
algebricamente  se  dois
vetores colineares tém ou
ndo 0 mesmo sentido.

Os alunos ndo sabem como
determinar as coordenadas
do ponto H.

= Os alunos ndo sabem como
justificar se as coordenadas
do ponto H pertencem a um

vetores serem colineares? Qual foi a
propriedade que utilizamos para mostrar
algebricamente que dois vetores eram
colineares?

Quando aplicamos a propriedade
u = Av para verificar se os dois vetores
eram colineares, qual era a influencia do
valor de “A”?

Qual a diferenca entre o vetor DA e 0
vetor CB? Se eu escolher agora o vetor

DH consegues dizer-me um vetor que
seja igual a esse? Consegues agora

calcular as coordenadas do vetor DH?
Sabendo as coordenadas do vetor DH e

dos eixos coordenados. as coordenadas do ponto D, como se

determina as coordenadas do ponto H?

» Diz-me exemplos de coordenadas de
pontos que pertencem a um dos eixos
coordenados. E como tens a certeza que
esse ponto pertence a um dos eixos
coordenados? Entdo, olhando agora para
as coordenadas do ponto H, também
ocorre aquilo que referiste?

» MOMENTO V (14:40-15:00)

Na fase de discussdo coletiva, o professor terd um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacao das resolugfes dos alunos, e incentivar 0s
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucéo.

A ordem como as resolucdes devem ser expostas dependera do tipo de representacao
utilizada e a sua eficécia, dos erros cometidos, e da justificagao.

Na primeira questdo vou comecar, se existir, pelos grupos que tenham utilizado uma
representacdo verbal e/ou visual, para os alunos comecarem a refletir com maior facilidade
em que condigdes a igualdade se verifica, a0 menos tempo que 0s questiono sobre a forma
como justificaram. No final, devem compreender que para esta questdo ha hipoteses que
ndo podem ser refutadas e/ou generalizadas sem recorrer a simbologia, e devem conseguir
identificar a relacdo entre as vérias representacdes.
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Anexo 03: Plano de Trabalho — Aula 13-02-2023
PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espago
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor

Matematica 10° Ano SUMARIO:
13 fevereiro 2023
Hora: 17:00h as 18:30h = Discussdo coletiva da ficha de trabalho A. Resolucéo da ficha de
trabalho B.
TOPICOS

= Colinearidade de vetores
= Norma de um vetor
= Manipulagdo de expressdes algébricas

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

GERAL ESPECIFICOS
Reconhecer, analisar e operar com = Formular e testar generalizagdes.
coordenadas de vetores no espago. = Justificar e interpretar resultados.

Aplicar conceitos e propriedades = Reconhecer a relagdo entre coordenadas
geomeétricas e algébricas de vetores de vetores colineares.
na resolucéo de problemas. = Manipular expressdes algébricas para o

calculo de coordenadas de vetores.
CAPACIDADES TRANSVERSAIS

Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao
(Visual, Simbdlica e Verbal).

Raciocinio Matematico.

Resolucdo de problemas.

CONHECIMENTOS PREVIOS

= DefinicGes e propriedades de vetores no espaco.
= Manipulacdo de expressdes algébricas (7° e 8° ano).
» Volume de s6lidos geométricos (8° ano).

RECURSOS
Professor Alunos
PowerPoint = Ficha de trabalho A e B.
Ficha de trabalho A e B. = Caderno

Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO

= Trabalho em grupos de dois a trés alunos.
= Discusséo das resolugdes da ficha, em grupo-turma.

AVALIACAO
Avaliagdo formativa: No decorrer do trabalho auténomo, usando a observagao
como instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o
interesse do aluno. No momento de discusséo coletiva, 0 professor deve avaliar a
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participacdo e a capacidade do aluno em exprimir as suas ideias, escrita e
oralmente, verificando o rigor matematico.
DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em cinco momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

= Discussao coletiva da ficha de trabalho A (40 minutos);

= Sistematizacgdo das aprendizagens (10 minutos);

= Apresentacao da ficha de trabalho B (5 minutos);

» Resolugdo autdbnoma da ficha de trabalho B (30 minutos);

» MOMENTO I (17:00-17:05)

Este momento terd inicio com a entrada inicial dos alunos.

» MOMENTO Il (17:05-17:45)
Na fase de discussao coletiva, o professor tera um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacdo das resolucdes dos alunos, e incentivar 0s
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucéo.

A ordem como as resolucbes devem ser expostas dependerd do tipo de
representacdo utilizada e a sua eficécia, dos erros cometidos, e da justificacao.

Na primeira questdo vou comecar, se existir, pelos grupos que tenham utilizado
uma representacdo verbal e/ou visual, para os alunos comecarem a refletir com maior
facilidade em que condigdes a igualdade se verifica, a0 menos tempo que 0s questiono
sobre a forma como justificaram. No final, devem compreender que para esta questdo ha
hip6teses que ndo podem ser refutadas e/ou generalizadas sem recorrer a simbologia, e
devem conseguir identificar a relacdo entre as varias representacdes.

Na segunda questdo e terceira questdo, vou comecar pelos grupos que tenham
apresentado uma justificacdo incompleta e/ou tenham tido maiores dificuldades durante a
resolucdo. Ao final, os alunos devem perceber os erros cometidos e apresentar uma
justificacdo completa.

» MOMENTO Il (17:45-17:55)

Durante a sistematizacdo, deve relembrar a turma os conceitos e procedimentos
matematicos envolvidos e estabelecer conexdes com aprendizagens anteriores.

= Podemos verificar que dois vetores sdo colineares se, e s se, existe um unico 4, tal
que % = AV ou no caso de 1 e ¥ serem vetores de coordenadas nao nulas, os vetores
U e U sdo colineares se e s6 se as coordenadas dos vetores forem diretamente

H - - U, Uy Us
proporcionais, ou seja, — = — = —,
U1 V2 V3
= A correspondéncia entre as coordenadas de um ponto e o eixo coordenado a que ele
pertence.

= Arelacdo entre a adicdo de vetores e a sua colineridade.

Com a ajuda do professor a turma também deve reconhecer que ha diversas

138



maneiras de justificar uma resposta, porem € necessario avaliar a validade dessa
justificacdo.

» MOMENTO IV (17:55-18:00)

Este momento terd inicio com uma breve introducdo a ficha de trabalho. Prevé-se
uma explicacdo do enunciado das alineas da questéo 1:

= A questdo diz respeito a uma piramide quadrangular regular, cujas as medidas dos
lados da base s&o desconhecidas.

= Osalunos, na primeira alinea, devem calcular as coordenadas dos pontos F e G e do
vetor VH, recorrendo as coordenadas dos vetores enunciados e a interpretacdo da
figura.

= Na segunda alinea, pretende-se que os alunos, através da manipulacdo algébrica e
das informacdes enunciadas, justifiquem como determinaram o volume do tronco
da piramide e indiquem o valor l6gico da afirmacdo proposta.

Concluindo, os alunos devem ser informados de que dispdem de 30 minutos para
resolverem a tarefa com os grupos formados na aula anterior.

Atividade do aluno (e possiveis Atividade do Professor (e estratégias para
dificuldades) lidar com possiveis dificuldades dos alunos)

= Os alunos podem colocar dividas = Explicar o que sera feito e 0 modo como

sobre o enunciado das questdes, vai decorrer a aula;

quer em termos de linguagem, quer = Distribuicdo do enunciado da tarefa a
em termos do que é dado e do que é realizar, indicando que deve ser feita a
pedido. pares;

= Ler oenunciado e anunciar o inicio do
periodo de trabalho.

» MOMENTO IV (14:00-14:40)
Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:

= Apoiar os alunos, atraves do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a
resolucéo da tarefa;

= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos a fim de ordena-las da forma
mais apropriada para 0 momento seguinte.

Questao/ Atividade do Aluno Atividade do professor
Momento
1. Dificuldades Questdes orientadoras
1.1. = O aluno ndo consegue = Se em vez da piramide, tivéssemos
compreender a _relag_ao entre um cubo, como seria a relacdo?
as arestas da piramide e os Muito bem, agora repara no vetor VE
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1.2.

vetores.

O aluno ndo consegue
determinar as coordenadas
do vértice F e G.

O aluno ndo consegue
determinar as coordenadas

do vetor VH.

Os alunos ndo se recordam
como se calcula o volume do
tronco da piramide.

Os alunos ndo se recordam
da relagdo entre a altura da
piramide e o facto de esta ser
regular.

O aluno ndo consegue
determinar as coordenadas do
ponto O.

Os alunos ndo conseguem
determinar a area da base da
pirdmide [ABCDV].

Os alunos ndo conseguem
determinar a area da base da
piramide [EFGHV]

e no vetor VG,sdo iguais esses
vetores? Essa diferenca se deve ao
qué?

Quais foram os métodos que até
agora utilizamos para calcular as
coordenadas de um  ponto?
Consegues aplicar diretamente algum
desses métodos?

Quais foram os metodos que até
agora utilizamos para calcular as
coordenadas de um vetor? Consegues
aplicar diretamente algum desses
métodos?

A pirdmide [ABCDV] é constituida
pelo tronco de piramide e mais o qué?
Entdo a relacdo entre o volume do
tronco, e essas duas piramides € qual?

O que é uma piramide obliqua? O que
€ uma piramide reta? No enunciado €
dito que a piramide é regular, se €
regular significa que ela pode ser
obliqua ou reta, ou s6 uma das duas?

Sabes que como a piramide é regular,
a altura da piramide correspondera a
distancia do vértice V ao centro da
base [ABCD]. E quais sdo os dados
que temos? Temos as coordenadas do
vértice V e o0 comprimento da
distancia, entdo como se calculas as
coordenadas do ponto O?

Quais os pontos da base que ja
conheces as suas coordenadas? O
ponto O e R, exatamente. Para
determinares a area da base
precisamos de saber o qué? Queres
determinar o comprimento dos lados
do base, e qual a relacdo entre O e
R, e esse comprimento?

Que poligono é a base [EFGH]? Se é
um quadrado, basta saber o qué?
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Anexo 04: Plano de Trabalho — Aula 15-02-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espaco
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor

Matematica 10° Ano SUMARIO:
15 fevereiro 2023
Hora: 10:00h as 11:30h = Discussdo coletiva da ficha de trabalho B. Equacéo vetorial

de uma reta no espago.

TOPICOS

= Vetor diretor de uma reta
= Equacdo vetorial de uma reta
= Sistema de equacBes paramétricas

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM
GERAL ESPECIFICOS

Estender as defini¢bes e = Justificar e interpretar resultados.
propriedades das equacdes vetoriais = Manipular expressdes algébricas de
de retas no plano ao espago. forma a compreender as caracteristicas
Reconhecer, analisar e aplicar na da reta.

resolucdo de exercicios a equacao

vetorial de uma reta no espaco.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS

Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao
(Visual, Simbolica e Verbal).
Raciocinio Matematico.

CONHECIMENTOS PREVIOS

» Equacdo vetorial de uma reta e sistemas de equacBes paramétricas no
plano.

= Defini¢cbes e propriedades de vetores no espaco.

= Manipulacdo de expressdes algébricas (7° e 8° ano).

RECURSOS
Professor Alunos

PowerPoint =  Ficha de trabalho B
Ficha de trabalho B
Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO
= Discusséo coletiva das resolugdes da ficha.

= Trabalho em grupo-turma durante a reviséo de contetdos.
= Trabalho autonoma durante a realizacdo de exercicios do manual.
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AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho auténomo, usando a observacéo
como instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o
interesse do aluno. No momento da revisdo de conteudos e da discussdo das
resolucdes da ficha e dos exercicios, o professor deve avaliar a participacdo e a
capacidade do aluno em exprimir as suas ideias, escrita e oralmente, verificando o
rigor matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em cinco momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

= Discussao coletiva da ficha de trabalho B (25 minutos);

* Revisdo de conteldos sobre o vetor diretor, equacdo vetorial e sistema de
equacOes paramétricas de uma reta no plano e respetiva extensao ao espacgo (20
minutos);

= Apresentacdo e resolucdo de um exercicio, em turma, sobre como escrever e
determinar a equagéo vetorial de uma reta e de um segmento de reta no espago (20
minutos);

= Apresentacdo e resolucdo de um exercicio, em turma, sobre como aplicar o
sistema de equacdes paramétricas de uma reta no espago (20 minutos).

» MOMENTO I (10:00 -10:05)

Este momento tera inicio com a entrada inicial dos alunos.

» MOMENTO I (10:05 -10:30)
Na fase de discussdo coletiva, o professor terd um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacdo das resolucBes dos alunos, e incentivar
os alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucéo.

A ordem como as resolugbes devem ser expostas dependerd do tipo de
representacdo utilizada e a sua eficacia, dos erros cometidos, da justificacdo
apresentada.

Na primeira e segunda questdo, vou
comecar pelos grupos que tenham apresentado
uma justificagdo incompleta e/ou tenham tido
maiores dificuldades durante a resolucdo.
Adicionalmente, na segunda questdo, vou dar
prioridade, se existir, aos grupos que tenham
utilizado representacbes visuais, no intuito de
auxiliar os alunos durante a visualizagdo da figura.
Se nédo existir, ou caso considere extremamente
necessario, vou utilizar um applet em Geogebra
com uma representacdo da figura do enunciado. Figura 1.
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Ao final, os alunos devem perceber os erros cometidos e apresentar uma
justificacdo completa.

» MOMENTO I11 (10:30 -10:50)
Inicialmente, serdo realizadas revisdes sobre o vetor diretor, equacdo vetorial e

sistemas de equacdes paramétricas de uma reta no plano, onde deve ser relembrado:

= A defini¢do e propriedades do vetor diretor de uma reta e respetivas.

= A definicdo e propriedades da equacao vetorial de uma reta no plano.

= A relacdo entre a equacgdo vetorial de uma reta e o sistema de equagdes
parametricas.

Em seguida, as definicdes e propriedades revistas devem ser estendidas ao espaco.

» MOMENTO IV (10:50 -11:10)

Neste momento, serd apresentado um exercicio no PowerPoint que deve ser
resolvido em grupo-turma.

Exercicio 1:

Num referencial o.n Oxyz, considera os pontos A(—3, 5, 1) eB(1,3, —1)eo
vetor 7(3,2,0).

a) Escreve uma equacdo vetorial da reta r que passa em A e tem a direcéo de v.
b) Escreve uma equacéo vetorial da reta AB.
c) Defina vectorialmente o segmento de reta [AB].

Neste exercicio é importante destacar que quando se pede uma equacdo vetorial
de uma reta, as coordenadas de um dos pontos da reta e do vetor diretor podem nem
sempre aparecerem escritas no enunciado, tal como acontece na alinea b), e é necessario
na equacao definir sempre o intervalo, para distinguir entre uma reta, segmento de reta
ou semirreta.

» MOMENTO V (11:10-11:30)

Neste momento, sera apresentado um exercicio no PowerPoint que deve ser
resolvido em grupo-turma.

Exercicio 2:

Considera, fixado um referencial ortonormado do espaco, o ponto C(2, — 1, 0) e
o vetori(1,1, —-2).
Seja r a reta que passa em C e tem a dire¢do do vetor u.

a) Escreva o sistema de equagdes paramétricas da reta .
b) Justifica que o ponto D(4, 1, — 4) pertence a reta r.

Na alinea b) e importante salientar que como se pede para justificar que
determinado ponto pertence a uma dada reta, ndo basta apresentar os célculos de que
“k” ¢ igual a 2 nas trés equagdes, ¢ necessario explicar, em poucas palavras, porque esse
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facto permite afirmar que o ponto D pertence a reta r, de forma a ter uma justificacéo
completa.
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Anexo 05: Plano de Trabalho — Aula 16-02-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espago
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor
Matemética 10.° Ano SUMARIO:

16 fevereiro 2023
Hora: 13:30h as 15;00h = Resolugdo e Discusséo coletiva da ficha de trabalho C.

TOPICOS

= Colinearidade de vetores
= Equacdo vetorial de uma reta
= Sistema de equacdes paramétricas

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

GERAL ESPECIFICOS
= Reconhecer, analisar e aplicar as = Compreender a diferenga entre uma reta
definicdes e propriedades das equacdes e um segmento de reta na escrita de uma
vetoriais de retas e colinearidade de equacao vetorial, e respetivas
vetores. implicacdes.

» Intersetar uma reta com um eixo
coordenado e compreender o significado
no contexto do exercicio.

= Justificar e interpretar resultados.

= Exemplificar o método de reducdo ao
absurdo.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS

= Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao
(Visual, Simbolica e Verbal).
= Raciocinio Matematico.

CONHECIMENTOS PREVIOS

= Definicdo e propriedades da colinearidade de vetores.
= Definicdo e propriedades da equacéo vetorial de uma reta.
=  Manipulacdo de expressdes algébricas (7.° e 8.° ano).

RECURSOS
Professor Alunos
= PowerPoint = Ficha de trabalho C
= Ficha de trabalho C = Caderno

Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO

=  Trabalho em grupos de dois a trés alunos.
= Discussao das resolucées da ficha em grupo-turma.
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AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho autonomo, usando a observa¢do como
instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o interesse do
aluno. No momento de discusséo coletiva, o professor deve avaliar a participacdo e a
capacidade do aluno em exprimir as suas ideias, escrita e oralmente, verificando o
rigor matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em quatro momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

= Apresentacdo da ficha de trabalho C (10 minutos);

= Resolucdo autonoma da ficha de trabalho C (30 minutos);
= Discussao coletiva da ficha de trabalho C (45 minutos).

» MOMENTO I (13:30 -13:35)

Este momento tera inicio com a entrada inicial dos alunos.
» MOMENTO Il (13:35-13:45)

Este momento terd inicio com uma breve introducdo a ficha de trabalho.
Prevé-se uma primeira explicacdo do enunciado da questdo 1:

= Na primeira alinea, os alunos devem confirmar ou negar a afirmacdo expressa,
apresentado a justificacdo que considerem a mais adequada.

= Na segunda alinea, pretende-se que os alunos definam o segmento de reta
enunciado, e compreendam porque razdo o ponto P pertence a reta AB, mas ndo ao
segmento de reta [AB].

= Na terceira alinea, os alunos, através da manipulacdo algébrica e do seu
conhecimento sobre coordenadas de eixos coordenados, devem justificar porque a
reta AB ndo interseta o eixo Ox.

Em seguida é explicado o que se pretende da questdo 2:

= Nesta questdo estdo presentes seis afirmacgdes sobre a definicdo e propriedades da
colinearidade de vetores. Pretende-se que os alunos, para cada afirmacéo, indiquem
o0 seu valor légico e justifiquem as suas opc¢oes.

Concluindo, os alunos devem ser informados de que dispdem de trinta minutos para
resolverem a tarefa com os grupos anteriormente formados.
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Atividade do aluno (e possiveis
dificuldades)

= Os alunos podem colocar dividas
sobre o enunciado das questdes,
quer em termos de linguagem, quer
em termos do que é dado e do que é
pedido.

» MOMENTO I11 (13:45-14:15)

Atividade do Professor (e estratégias para
lidar com possiveis dificuldades dos alunos)

= Explicar o que sera feito e 0 modo como
vai decorrer a aula;

= Distribui¢do do enunciado da tarefa a
realizar, indicando que deve ser feita a
pares;

= Ler o enunciado e anunciar o inicio do
periodo de trabalho.

Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:

= Apoiar os alunos, através do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a

resolucdo da tarefa;

= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos a fim de ordena-las da forma
mais apropriada para 0 momento seguinte.

Questao/ Atividade do Aluno Atividade do professor
Momento
1. Dificuldades Questdes orientadoras
a) = O aluno afirma que existe = Consideras que s6 h& uma Unica
uma Unica equacao vetorial equacdo vetorial que defina essa reta?
que defina a reta enunciada. Entdo, se em vez de utilizar o vetor
u(2,3,5), utilizar o vetor de
coordenadas (4,6,10)? Esse vetor tem
a mesma direcdo de u?
b) = O aluno define a reta AB, = Diz-me, por palavras tuas, a diferenca
em vez do segmento de reta entre uma reta e um segmento de reta.
[AB]. Agora na tua equagdo achas que
escreveste uma reta ou um segmento de
= O aluno ndo compreende reta?

porque o ponto P pertence a
reta AB e ndo pertence ® Naequagdo que utilizaste para definir o

segmento de reta [AB].

segmento de reta, o que significa esse
intervalo que determinaste para “k”? E
0 valor que obtiveste para k, pertence a
esse intervalo?
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c) * O aluno ndo sabe como = Diz-me alguns pontos que pertengam
verificar se a reta interseta o ao eixo Ox.Agora, 0 que todos eles
eixo Ox. ttm em comum? Exato, ordenada e
cota igual a 0, e a abissa, que valores
pode tomar? Muito bem, entdo
qualquer ponto pertencente ao eixo Ox
é de que forma?

2. » Os alunos nao se recordam = Qual é o vetor que ja estudamos em
da definicdo e propriedades aulas anteriores que era colinear com
de vetores colineares. qualquer outro? E o vetor A4 é o vetor

nulo?
= Os alunos néo
compreendem que para = Um vetor fica caracterizado por trés
vetores  terem  sentidos caracteristicas, ainda recordas de
opostos eles tém que ter  quais? Entfio, para dois vetores serem
obrigatoriamente a mesma iguais é necessario o qué?
direcéo.
= Da-me um exemplo, até pode ser um
= Os alunos ndo distinguem desenho, de vetores com sentidos
ou nao compreendem a  opostos sem terem a mesma direcéo.
diferenga entre a alinea d) e
a alinea e). = Na tua perspetiva tanto a alinea d)

como a alinea e) querem dizer o
mesmo? Entdo repara, vamos pensar
supor o0 seguinte, se eu tenho uma maga
e tu outra maca, entdo temos quantas
macas? Isso, agora 0 contrareciproco,
se temos duas macas, entdo quer dizer
que obrigatoriamente tu tens que ter
uma e eu outra? Exato, consegues
agora perceber a ldgica dessas duas
alineas?

» MOMENTO IV (14:15-15:00)

Na fase de discussao coletiva, o professor tera um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentagdo das resolucfes dos alunos, e incentivar 0s
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucao.

A ordem como as resolugdes devem ser expostas dependera do tipo de
representacdo utilizada e a sua eficacia, dos erros cometidos, e da justificacao.

Na primeira e segunda questdo, vou comecar pelos grupos que tenham apresentado
uma justificagdo incompleta e/ou tenham tido maiores dificuldades durante a resolucéo.
Adicionalmente, na segunda questdo, vou dar prioridade, se existir, aos grupos que
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tenham utilizado representac@es visuais nas trés Ultimas alineas, no intuito de auxiliar os
alunos a visualizar geometricamente o que esté escrito nas afirmagdes. Se ndo existir, vou
comecar por fazer desenhos que corroborem ou ndo com a afirmacéo e irei questionar os
alunos se o0 que estd desenhado no quadro é uma representacdo da afirmacgdo, e esse
exemplo ¢ suficiente para indicar qual o valor l6gico. No fim, na alinea d), se nenhum
grupo apresentar uma “justificacdo por absurdo”, irei explicar o método e as
desvantagens e vantagens no contexto da questao.
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Anexo 06: Plano de Trabalho — Aula 23-02-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espago
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor

Matematica 10.° Ano SUMARIO:
23 fevereiro 2023
Hora: 13:30h as 15:00h = Resolugdo e Discusséo coletiva da ficha de trabalho D.
TOPICOS
= Colinearidade de vetores
= Equacdo vetorial de uma reta.
= Sistema de equacdes paramétricas.
| ]

Superficie esférica.
OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM
GERAL ESPECIFICOS

= Reconhecer, analisar e aplicar as = Justificar e interpretar resultados.
definicBes e propriedades das equacdes = Exemplificar o método de reducdo ao

vetoriais de retas e colinearidade de absurdo.
vetores no espago. = Formular e testar generalizagOes.
= Manipular expressdes algébricas de forma
= Estabelecer conexdes entre o céalculo a compreender o comportamento de
vetorial e a equagéo reduzida de uma pontos na superﬁcie esférica.

superficie esférica.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS

= Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacdo
(Visual, Simbolica e Verbal).
= Raciocinio Matematico.

CONHECIMENTOS PREVIOS

Definicéo e propriedades da colinearidade de vetores;
Definicdo e propriedades da equacéo vetorial de uma reta;
Equacdo reduzida de uma superficie esférica;
Propriedades dos radicais;

=  Manipulagdo de expressdes algébricas (7.° e 8.° ano).

RECURSOS
Professor Alunos
= PowerPoint = Ficha de trabalho D
= Ficha de trabalho D = Caderno

= Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO

=  Trabalho em grupos de dois a trés alunos.
= Discussao das resolucdes da ficha em grupo-turma.
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AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho auténomo, usando a observacdo como
instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o interesse do
aluno. No momento de discusséo coletiva, o professor deve avaliar a participacédo e a
capacidade do aluno em exprimir as suas ideias, escrita e oralmente, verificando o
rigor matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em seis momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

= Apresentacdo da ficha de trabalho (5 minutos);

= Resolucdo autonoma da ficha de trabalho D — Parte | (25 minutos);
= Discussdo coletiva da ficha de trabalho D — Parte | (25 minutos);

= Resolucdo autonoma da ficha de trabalho D — Parte 11 (15 minutos);
= Discussao coletiva da ficha de trabalho D — Parte Il (15 minutos);

» MOMENTO I (13:30 -13:35)

Este momento terd inicio com a entrada inicial dos alunos.
» MOMENTO Il (13:35-13:40)

Este momento terd inicio com uma breve introducdo a ficha de trabalho.
Prevé-se uma primeira explicacdo do que se pretende na parte I:

» No enunciado encontram-se quatro resolucdes, escritas pelos alunos, em relagdo a
questdo 2 alinea d) da ficha de trabalho C.

= Os alunos devem comecar por analisar essas resolucdes e responder as duas
primeiras questdes e, em seguida, rever a resolucdo do seu préprio grupo e
comentar se consideram a sua justificacdo valida e o que poderiam fazer para
melhora-la, caso se aplique.

Em seguida, o professor explica o que é pedido na primeira questdo da parte I1:

= A questdo diz respeito a uma superficie esférica, onde se conhece as coordenadas
de um dos seus pontos, e duas expressdes matematicas relativas ao vetor 1 e ao
ponto Q.

= Na primeira alinea, com base nas informacdes escrita no enunciado, pretende-se
que os alunos determinem as coordenadas do ponto Q e verifiqguem se [PQ] é um
didametro da superficie esférica S.

» Na segunda alinea, os alunos devem afirmar ou negar a generalizacdo do resultado
que obtiveram na alinea anterior.

Depois é explicado o enunciado da segunda quest&o:

= Uma superficie esférica R e W um ponto que lhe pertence.
= Pretende-se que, através da manipulacéo algébrica, os alunos devem determinar em
que condigdes o ponto T pertence a superficie esférica R, sabendo que W é um

pontode R eque T = W — 20W.
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Atividade do aluno (e possiveis
dificuldades)

Os alunos podem colocar davidas

sobre o0 enunciado das questbes, =
quer em termos de linguagem, quer
em termos do que é dado e do que é

pedido.

» MOMENTO Il (13:40-14:05)

Atividade do Professor (e estratégias para
lidar com possiveis dificuldades dos alunos)

Explicar o que sera feito e 0 modo como
vai decorrer a aula;

Distribuicdo do enunciado da tarefa a
realizar, indicando que deve ser feita a
pares;

Ler o enunciado e anunciar o inicio do
periodo de trabalho.

Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:

= Apoiar os alunos, atraves do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a
resolucéo da tarefa;

= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos a fim de ordena-las da forma
mais apropriada para 0 momento seguinte.

Questao/
Momento

1.

Atividade do Aluno

Dificuldades

O aluno afirma que nédo
consegue escolher qual a
que  apresenta  melhor
fundamentacao.

O aluno ndo consegue
diferencar uma resolucdo
ndo valida de uma resolucéo
incompleta.

O aluno ndo consegue
escolher entre duas
resolugdes incompletas qual
a que considera a mais
incompleta.

Atividade do professor

Questoes orientadoras

= Destas quatro, notas alguma diferenca
entre elas? Por exemplo, entre a A e
B, qual destas consideras que se
entende melhor o raciocinio? Porqué?

= Para uma resolugéo ser incompleta, o
que deve acontecer primeiro? Uma
resolucéo pode ser incompleta, se ndo
for valida?

= Qual foi a resolucdo que escolheste
como a mais completa/melhor
justificacdo? Porqué? E nas que
escolheste como incompletas, o que
Ihes falta para serem completas?
Entdo nisso que Ihes falta, qual a que
se encontra mais ‘“distante” da
completa?
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3. = O aluno ndo consegue = Das resolucbes dos teus colegas,
justificar porque considera a quais consideraste valida? Porqué?
sua resolucao valida. Entdo se consideras a tua valida

também, significa o qué?

4. = O aluno ndo compreende = Porque consideraste a tua justificacdo
como deve melhorar a ndo valida? Entdo, a partir do que
justificacéo. escreveste, qual a  primeira

modificacdo para torna-la valida? E
agora, achas que ja esta completa?
Consideras incompleta, por qué?
Entdo o que devemos adicionar?

» MOMENTO IV (14:05-14:30)

Na fase de discussao coletiva, o professor tera um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacdo das resolucdes dos alunos, e incentivar 0s
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucéo.

A ordem como as resolucbes devem ser expostas dependerd do tipo de
representacdo utilizada e a sua eficacia, dos erros cometidos, e da justificacao.

Na parte I, na primeira questdo, vou comegar pelos grupos que tenham escolhido
uma resolucdo pouco unanime e que ndo seja a melhor fundamentada, até chegar a com
melhor justificacdo. Caso a resolucdo mais escolhida seja uma que ndo considere a
melhor fundamentada, vou comecar por essa. A segunda questdo sera eventualmente
discutida durante o questionamento em relacdo a primeira, devido a partilharem topicos
semelhantes.

Algumas questdes a serem colocadas pelo professor:

= Se eu tiver dois vetores e a origem de um coincidir com extremidade de outro,
posso dizer que sdo vetores colineares? Com base na vossa resposta, uma resolucédo
que afirme isso, como a classificariam usando as expressdes da questdo dois?

= O que quer dizer “o ultimo do vetor AB™E o “primeiro do BC”? E vetores estarem
“de seguida”? Consideram que estes termos se adequam a uma linguagem
matematica?

= Na resolucdo D, sem ser o proprio grupo, alguém consegue explicar a relacdo entre
vetores colineares e retas paralelas? Entdo, com base no que disseram, conseguem
dizer-me o que significa a conclusdo dos vossos colegas, de que neste caso “ndo ¢é
possivel que a colinearidade se verifique entre 2 retas paralelas.”?

= Quem considerou a resolugdo A como vélida e por qué?

Apos os alunos concluirem a discussdo sobre a resolugcdo A, vou salientar que o
método utilizado nessa resolucéo foi a reducdo ao absurdo e explicar os pressupostos desse
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método, usando essa resolucdo como exemplo.

Na discussao a respeito da terceira e quarta questdo da parte I, vou selecionar dois

grupos que considere que tenham utilizado uma estratégia diferente das resolucdes
enunciadas ou que se note uma evolugédo na resolucao para que comentem essa diferenca.

» MOMENTO V (14:30-14:45)
Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:
= Apoiar os alunos, através do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a
resolucéo da tarefa;
= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos a fim de ordena-las da forma
mais apropriada para 0 momento seguinte.
Questao/ Atividade do Aluno Atividade do professor
Momento
1. Dificuldades Questdes orientadoras
Os alunos ndo = No enunciado o que é dito sobre o ponto
compreendem como Q? E o que é dito sobre o vetor u? Ja
devem  determinar as tens a expressdo Q = P - 20P, entdo
coordenadas do ponto Q. para determinar as coordenadas do ponto
. Q falta saber 0 qué?
Os alunos ndo sabem
como verificar se [PQ] € = Quando se fala em didmetro, quais sdo
um diametro. as  principais  caracteristicas  que
3 recordas? Por exemplo, qual a relacéo
Os alunos ndo entre o didmetro e o0 raio? Entre
compreendem a relagao diametro e o centro da superficie
existente entre o ponto P esférica? Entio se uma dessas
eQ. caracteristicas ndo se verificar, quer
dizer o qué?
= Sabes que Q = —P,0 que isso
significa? Entdo quaisquer que sejam as
coordenadas do ponto P, como serdo as
coordenadas do ponto Q? Neste
contexto, o0 que isso permite concluir?
2. Os alunos ndo sabem = Quais as diferengas e as semelhancas

manipular a expressdo
algébrica de forma a
compreender que se T é
um ponto simétrico de W
relativamente a origem,
entdo sO existe uma
condigéo onde T pertence
a superficie esférica.

entre esta questdo e a anterior? Entéo,
existe uma condicdo que podemos testar
com base nessa informacdo? Nesse
contexto, quais seriam as outras
condigdes?
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» MOMENTO VI (14:45-14:50)

Na fase de discussao coletiva, o professor tera um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacdo das resolucdes dos alunos, e incentivar 0s
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucao.

A ordem como as resolugdes devem ser expostas dependera do tipo de
representacdo utilizada e a sua eficacia, dos erros cometidos, e da justificacao.

Na primeira e segunda questdo, vou comecar pelos grupos que tenham apresentado
uma justificacdo incompleta e/ou tenham tido maiores dificuldades durante a resolucéo.
Adicionalmente, vou utilizar um applet em Geogebra com representacdes das superficies
esféricas enunciadas para auxiliar os alunos a visualizar a relacdo entre os pontos P e Q
na primeira questdo, e a relagdo entre os pontos T e W, e o centro da superficie esférica S.

Algumas questdes a serem colocadas pelo professor:

= Na primeira alinea da questdo 1, podemos justificar que como a norma do vetor PQ
coincide com o comprimento do didmetro, entéo ﬁj € necessariamente um
diametro?

= Qual a relacdo entre os pontos P e Q? Consigo garantir que Q pertence sempre a
superficie esférica S?

» Na questdo dois, que condicBes testaram? Como podem ter a certeza que essa € a
Unica condicdo que faz com que T pertenca a superficie esférica?
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Anexo 07: Plano de Trabalho — Aula 27-02-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espaco
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor
Matemética 10° Ano SUMARIO:
27 fevereiro 2020
Hora: 17:00h as 18:30h = Intersecdo de retas com planos e superficies esféricas/esferas.
Resolugdo da ficha de trabalho E

TOPICOS

= Equacdo vetorial de uma reta.

= Sistema de equacGes paramétricas de uma reta.

= Intersecdo entre retas e superficies esféricas/esfera,;
» Interseg&o entre retas e planos.

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

GERAL ESPECIFICOS
» Reconhecer, analisar e aplicar na = Justificar e interpretar resultados no
resolucéo de problemas contexto do problema proposto.
propriedades das equacOes vetoriais = Intersetar analiticamente uma reta com
e sistemas de equacoes uma superficie esférica/esfera e com um
parameétricas. plano e compreender o significado no

contexto do problema proposto.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS

= Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao
(Visual, Simbolica e Verbal).

= Resolucdo de problemas.

= Raciocinio Matematico.

CONHECIMENTOS PREVIOS

= Definicéo e propriedades da colinearidade de vetores.

= Definicdo e propriedades da equacéo vetorial de uma reta.

» Equacdo reduzida de uma superficie esférica.

= Manipulacédo de expressdes algébricas (7° e 8° ano).

= Resolver problemas envolvendo anélise e interpretacdo de coordenadas no espaco.

RECURSOS
Professor Alunos
=  Ficha de trabalho E = Ficha de trabalho E
= Quadro branco = Caderno

=  PowerPoint

METODOLOGIA DE TRABALHO

= Trabalho em grupo-turma durante a apresentacdo do PowerPoint e discusséo das
conclusoes.
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= Trabalho em grupo de dois a trés alunos durante a resolucdo da ficha.

AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho autonomo, usando a observagéo
como instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o
interesse do aluno. No momento da discussdo das resolu¢Bes dos exercicios, 0
professor deve avaliar a participacao e a capacidade do aluno em exprimir as suas
ideias, escrita e oralmente, verificando o rigor matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em quatro momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos)

» Resolucdo e discussdao de dois exercicios, em turma, sobre como determinar
coordenadas de pontos na intersecao entre retas e planos e entre retas e superficie
esféricas/esfera (20 minutos).

= Apresentacdo da ficha de trabalho E (15 minutos);

» Resolucdo autonoma da ficha de trabalho E (50 minutos);

» MOMENTO I (17:00-17:05)

Este momento tera inicio com a entrada inicial dos alunos.

» MOMENTO Il (17:05-17:25)
Este momento seré dedicado a apresentacao e resolucdo de dois exercicios.

Exercicio 1:

1. Considera, fixado um referencial ortonormado do espago, o ponto A(2,0,0) e o vetor (—4,2,2).
Seja r a reta que passa em A e tem a diregdo do vetor .

a) Determina as coordenadas do ponto P, intersegao da reta r com o plano a: x +y = 1.

i (x,2.2) = (2,0,0) + k (-4,2,2), keR

a:x+y=1

x=2-4k [x=2-4k 9 —9_ 1 =2k =2 — 4 -1
=2—-4k X =2— 4k t t k=

y=0+2k | y=2t |° i 2

1-x=2k x=1-2k
z=0+2% T z=2t F)——8)———F) —___
x+y=1 y=1-x y=1-x y=1-x

y=2 *E =1
=4 p _21 O ponto P tem coordenadas (0,1,1).

x=0
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2. Considera, fixado um referencial ortonormado do espago, o ponto B(-1, 1,3) e o vetor #(1,—1,-2).

Exercicio 2:

Seja r a reta que passa em B e tem a dire¢do do vetor 1.

a) Determina as coordenadas dos pontos de intersecao da reta r com a superficie esférica

S:(x-1)2%+y*+ 2zt =2

ri(yz) = (-1,13) + k(1,-1,-2),keR
S:(x -1+ y*+ 22 =2

G(=1+k 1 -k 3 —2k) keR é um ponto genérico da reta r

X y z

" Substituir na equagdo deS": G € S (~1+k-1)+(1 -k +(3-2k)3* =2 k=1vk=2
v Y —

X y z

Vamos obter dois pontos de interse¢do: P(-1+1,1-1,3-2+1)= P(0,0,1)

>

Q(-1+42,1-2,3-2+2)=0Q(1,-1,-1)

Pontos a destacar:

Antes da apresentacdo do segundo exercicio, o professor deve questionar 0s
alunos se acham que o procedimento adotado € a forma mais eficaz de resolver o
exercicio, e so depois introduzir o método do ponto genérico.

Deve-se salientar que apesar de nos exemplos propostos, 0 método do ponto
genérico ser o mais eficaz, que ambos os procedimentos devem produzir 0s
mesmos resultados.

MOMENTO |11 (17:25-17:40)

Este momento terd inicio com uma breve introducdo a ficha de trabalho.

Prevé-se uma primeira explicacdo do enunciado da alinea 8.1.:

O problema diz respeito a um navio equipado com um radar;

Os alunos devem identificar se a trajetéria do cachalote interseta o lugar
geométrico definido pelo radar e interpretar se o resultado obtido faz sentido no
contexto do problema.

Em seguida € explicado o que se pretende da alinea 8.2:

Um submarino vai lancar um torpedo com uma determinada trajetoria retilinea.
Pretende-se que os alunos escrevam, para a primeira questdo desta alinea, a
equacdo que define o plano mediador onde se encontra a mina e, em seguida,
determinem as coordenadas correspondentes a sua localizacéo.
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= Na segunda questdo, os alunos devem compreender que a embarcacdo ndo se
encontra na trajetoria do torpedo e por isso, é desnecessario determinar a distancia
compreendida entre o submarino e a embarcacao.

» MOMENTO IV (17:40-18:30)

Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:

= Apoiar os alunos, através do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes
a resolucdo da tarefa;

= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos;

Questéao/
Momento

1.1

Atividade do Aluno

Dificuldades

Os alunos determinam
corretamente as coordenadas
do ponto de intersecéo.

O aluno ndo consegue
compreender como
determinar a equacao vetorial
que define a trajetoria
retilinea do cachalote.

O aluno ndo consegue
compreender como
determinar a equacdo que
representa o lugar geométrico
definido pelo radar.

Os alunos ndo sabem definir
e/ou manipular a expressdo
algébrica obtida da intersecéo
de um ponto genérico da reta
com a condicdo que define a
esfera.

Atividade do professor

Questoes orientadoras

J4& conseguiste identificar as
coordenadas do ponto de intersecdo
da trajetéria retilinea do cachalote
com o lugar geométrico definido
pelo radar, certo? Entdo, como
interpretas o resultado obtido?

Qual a localizagdo inicial do
cachalote? E por qual ponto ele vai
passar? E para ir desse ponto A
para 0 ponto B, o cachalote vai
seguir que tipo de trajetoria?

O que é dito no enunciado sobre o
radar? Se esta equipado no navio e
consegue detetar qualquer
movimento a sua volta, qual o lugar
geométrico definido pelo radar?
Para definires uma esfera, o que €
preciso?

Ja tens a equacdo que define a
trajetoria do cachalote e a equacdo
que define a esfera, agora 0 que €é
necessario fazer? Como se obtém
um ponto genérico de uma reta?
Agora que tens 0 ponto genérico, o
que é preciso fazer na equagdo da
esfera? O que representa o valor da
incognita que vais obter?

Tens uma equacdo de que grau?
Completa ou incompleta? Se é
completa, qual a formula que se
pode usar?
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1.2

1.2
b)

Os alunos ndo conseguem
definir a equagédo do plano
mediador.

Os alunos ndo compreendem
que a localizacdo da mina
pode ser determinada
intersetando a trajetoria do
torpedo com o plano
mediador do segmento de
reta [NS].

Os alunos verificam que a
embarcacdo ndo estd na
trajetoria

Os alunos comecam por

calcular a norma do vetor SE
e determinam que como a
distancia é aproximadamente
3,5km e a trajetoria retilinea
do torpedo é garantida até
4km, entdo a embarcacdo
pode ser atingida.

= O que significa que a mina se

encontra no plano mediador do
segmento de reta [NS]? Consegues
desenhar um plano mediador de um
segmento de reta? Algebricamente,
como se obtém um plano mediador
de um segmento de reta?

O que significa “Sabendo que o
torpedo deverd atingir uma mina
subaquatica”? Significa que a
trajetoria do torpedo estd alinhada
com a localizacdo da mina, ou nao?
Agora  tens  mais  alguma
informacdo sobre a localizacdo da
mina? Se sabes que a mina tem que
estar na trajetoria do torpedo e no
plano que definiste h4 pouco, como
se obttm as  coordenadas
correspondente a localizacdo da
mina?

Se a embarcacdo ndo estd na
trajetéria do torpedo, significa que
existe perigo ou ndo da embarcacgéo
ser atingida?

Qual a direcdo do torpedo lancado
pelo submarino? Verificaste que o
torpedo, seguindo essa direcdo,
interseta a embarcacdo? Entéo,
como tens a certeza absoluta que a
embarcag&o é atingida?
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Anexo 08: Plano de Trabalho — Aula 01-03-2023

PLANO DE AULA

Dominio/Unidade didatica: Calculo Vetorial no Espago
ESCOLA SECUNDARIA Rainha Dona Leonor
Matemética 10.° Ano SUMARIO:
01 margo 2023
Hora: 10:00h as 11:30h = Discussao coletiva da ficha de trabalho E. Resolucéo da ficha de
trabalho F.

TOPICOS

Equacao vetorial de uma reta no espacgo

Sistema de equagdes paramétricas de uma reta no espago
Intersecdo entre retas e superficies esféricas/esfera
Intersecdo entre retas e planos

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

GERAL ESPECIFICOS
= Reconhecer, analisar e aplicar na = Justificar e interpretar resultados no
resolucdo de problemas propriedades contexto do problema proposto.
das equacOes vetoriais e sistemas de = Intersetar analiticamente uma reta com
equacdes paramétricas uma superficie esférica/esfera e com um

plano e compreender o significado no
contexto do problema proposto.

CAPACIDADES TRANSVERSAIS

= Comunicacdo Matematica — Comunicar usando diversas formas de representacao
(Visual, Simbolica e Verbal).

= Raciocinio Matematico.

» Resolucédo de problemas.

CONHECIMENTOS PREVIOS

Definicéo e propriedades da colinearidade de vetores.

Definicdo e propriedades da equacdo vetorial de uma reta.

Equacdo reduzida de uma superficie esférica.

Manipulacéo de expressdes algébricas (7° e 8° ano).

Resolver problemas envolvendo anélise e interpretacdo de coordenadas no espaco.

RECURSOS
Professor Alunos
= PowerPoint = FichadetrabalhoEeF
= FichadetrabalhoEeF = Caderno

= Quadro branco

METODOLOGIA DE TRABALHO

= Discusséo das resolugdes da ficha E e F em grupo-turma.
»  Trabalho auténomo na resolugdo da ficha F.
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AVALIACAO

= Avaliacdo formativa: No decorrer do trabalho autonomo, usando a observagdo
como instrumento de avaliacdo, o professor deve averiguar a participacdo e o
interesse do aluno. No momento de discussdo coletiva, o professor deve avaliar a
participacdo e a capacidade do aluno em exprimir as suas ideias, escrita e
oralmente, verificando o rigor matematico.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A aula sera dividida em sete momentos, correspondendo respetivamente a:

= Entrada inicial dos alunos (5 minutos);

= Discussao coletiva da ficha de trabalho E (30 minutos);

= Apresentacdo da ficha de trabalho F — Parte | (2 minutos);

» Resolucdo auténoma da ficha de trabalho F — Parte | (15 minutos);
= Discussao coletiva da ficha de trabalho F — Parte | (15 minutos);

= Apresentacdo da ficha de trabalho F — Parte Il (3 minutos);

» Resolucdo autonoma da ficha de trabalho F — Parte I (20 minutos);

» MOMENTO I (10:00 -10:05)

Este momento tera inicio com a entrada inicial dos alunos.

» MOMENTO II (10:05 -10:35)

Na fase de discussao coletiva, o professor tera um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacdo das resolucfes dos alunos, e incentivar os
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a
identificarem erros na sua propria resolucéo.

A ordem como as resolucdes devem ser expostas dependerd do tipo de
representacdo utilizada e a sua eficécia, dos erros cometidos, e da justificacao.

Na 1.1 e na primeira alinea da questdo 1.2, vou comecar pelos grupos que tenham
apresentado uma justificacdo incompleta e/ou tenham tido maiores dificuldades durante a
resolucdo. Adicionalmente, na 1.1, vou dar prioridade, se existir, aos grupos que tenham
utilizado representa¢des visuais, no intuito de auxiliar os alunos durante a visualizacdo da
figura. Se ndo existir, vou utilizar um applet em Geogebra com uma representacdo da
figura do enunciado.

Algumas questdes a serem colocadas pelo professor:

= A trajetoria do cachalote, segundo o enunciado, representa-se por uma reta, ou por
uma semirreta? Por qué?

= As coordenadas do ponto de intersecdo sdo (2,3,2), esse ponto estd no alcance do
radar? Por qué?

= No contexto do problema € viavel que o cachalote se encontre no ponto de
coordenadas (2,3,2)? Por qué?

» MOMENTO Il (10:35 -10:37)

Este momento terd inicio com uma breve introducdo a ficha de trabalho F — Parte 1.
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* No enunciado estdo presentes trés resolucdes da questdo 1.2 alinea b) da ficha de
trabalho E, pretende-se que os alunos analisem cada uma das resolucdes e as
classifiquem com as expressdes enunciadas.

O professor deve salientar que eles dispdem de 20 minutos para resolver a ficha.

Atividade do aluno (e possiveis Atividade do Professor (e estrateégias para
dificuldades) lidar com possiveis dificuldades dos alunos)

= Os alunos podem colocar dividas =
sobre o enunciado das questdes,
quer em termos de linguagem, quer =
em termos do que é dado e do que é
pedido.

> MOMENTO IV (10:37-10:52)

Explicar o que sera feito e 0 modo como vai
decorrer a aula;

Distribuicdo do enunciado da tarefa a
realizar, indicando que deve ser feita a
pares;

Ler o enunciado e anunciar o inicio do
periodo de trabalho.

Durante a realizacdo da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:
= Apoiar os alunos, através do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a

resolucéo da tarefa;

= Observar as diferentes respostas dadas pelos alunos a fim de ordena-las da forma
mais apropriada para 0 momento seguinte.

Questao/ Atividade do Aluno
Momento
1. Dificuldades

= O aluno ndo consegue
diferengar uma resolugdo
ndo valida/incorreta de uma
resolucdo incompleta.

= O aluno ndo sabe se uma
resolucdo com a resposta
correta, mas com os calculos
errados pode ser considerada
incompleta.

» MOMENTO V (10:52-11:07)

Atividade do professor

Questdes orientadoras

= Para uma resolucdo ser incompleta, o
que deve acontecer primeiro? Uma
resolucdo pode ser incompleta, se for
incorreta?

= Se estas a considerar incompleta, o
que lhe falta entdo para estar
completar? Se lhe falta acertar os
calculos, o que isso significa?

Na fase de discussao coletiva, o professor tera um papel como moderador.

O docente devera ordenar a apresentacdo das resolugdes dos alunos, e incentivar 0s
alunos a explicarem o seu raciocinio, a avaliar as respostas dos seus colegas, e a

identificarem erros na sua propria resolucao.
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O professor deve comecar por questionar os alunos sobre o que optaram para cada
uma das resolucbes e comecar pelos alunos que tenham escolhido uma classificagéo
pouco unanime e gque ndo seja a melhor fundamentada, até chegar na classificagdo mais
plausivel. Caso a classificacdo mais escolhida seja uma que ndo considere a mais

adequada, vou comegar por essa.

» MOMENTO VI (11:07-11:10)

Este momento tera inicio com uma breve introducéo a ficha de trabalho F — Parte I1.
Prevé-se uma primeira explicacdo do enunciado da primeira questéao:

= O enunciado da primeira questdo ¢ semelhante ao da primeira questdo da ficha de
trabalno E, mas com uma pergunta diferente. Pretende-se que os alunos
identifiguem que a equacdo vetorial apresentada, representa a intersecdo da
trajetoria retilinea do cachalote com o lugar geométrico definido pelo cachalote.

Em seguida é explicado o que se pretende da segunda questéo:

= Os alunos devem identificar que a reta definida no enunciado é perpendicular ao

plano x0Oy.

Depois o professor explica o que € pedido na ultima questdo da ficha:

= Um pescador encontra-se a uma distancia de pelo menos 2km, mas ndo superior a

4km, do navio.

= Pretende-se que os alunos definam por uma condicdo a zona onde o pescador
naufragou, recorrendo a condicdo que define o alcance do radar do navio, e

calculem a area dessa regiao.

O professor deve salientar que eles dispdem de 20 minutos para resolver a ficha.

Atividade do aluno (e possiveis
dificuldades)

= Os alunos podem colocar dividas
sobre o0 enunciado das questdes,
quer em termos de linguagem, quer
em termos do que é dado e do que é
pedido.

» MOMENTO VII (11:10-11:30)

Atividade do Professor (e estratégias para
lidar com possiveis dificuldades dos alunos)

= Explicar o que serd feito e o modo
como vai decorrer a aula;

= Distribuicdo do enunciado da tarefa a
realizar, indicando que deve ser feita a
pares;

= Ler o0 enunciado e anunciar o inicio do
periodo de trabalho.

Durante a realizacao da tarefa, o professor circula pela sala a fim de:

= Apoiar os alunos, através do questionamento, em eventuais dificuldades inerentes a

resolucéo da tarefa;
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Questao/
Momento

1.1.

1.2.

1.3.

Atividade do Aluno

Dificuldades

O aluno determina uma
equacao vetorial diferente da
do enunciado.

O aluno ndo compreende o
intervalo definido na
equacdao vetorial.

O aluno ndo compreende o
comportamento  da  reta
definida no enunciado.

O aluno ndo consegue
definir a regido onde o
pescador estd em apuros.

Atividade do professor

Questdes orientadoras

O facto de teres determinado uma
equacdo vetorial diferente da do
enunciado significa que definiste uma
reta diferente?

Quando  substituis na equacéo
vetorial o A por 0, vais obter o0 qué? E
quando substituis por 1? E esse valor,
no contexto do problema, representa
0 qué? Entdo porque o intervalo é
aberto no extremo direito?

Diz-me exemplos de pontos que
pertencem a reta do enunciado. O que
todas elas ttm em comum? Exato,
entdo como serd uma representacao
visual dessa reta?

Consegues explicar-me, por palavras
tuas, qual serd o aspecto da regido
onde esta o pescador? Entdo, e esse
anel é definido pelo qué?

Ja experimentaste fazer um desenho
que represente a situacdo? Por
exemplo, comecar por definir a zona
que fica a menos de 4km do navio?
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Anexo 09: Ficha de Trabalho A

MATEMATICA A —10° ANO

49 REPUBLICA 77
PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO A i ;

EDUCACAD

Nome: AGRUPAMENTO DE ESCOLAS

RAINHA DONA LEONOR

1. No exercicio 9 da pagina 36 do manual Maximo 10 com os vetores (1,—2,2) e
$(—1,2,4) ocorreu o seguinte caso:
i+ 21| = llull + 17l
Dados dois vetores @ e b, em que condicBes se verifica a igualdade ||d + b || =

lla|l + [|b]|? Justifica.

2. Considera um referencial 0.n Oxyz e os vetores:

% 3)

Verifica se ha, entre estes vetores, pares de vetores colineares e, em caso

G(21,-1): b(2,—1,1); &(=4,2,-2) ed (\/Z

afirmativo, indica, justificando, se tém o mesmo sentido.

3. Na figura ao lado, esta representado um cubo, num referencial o0.n Oxyz.
Sabe-se que:
e [ABCD] é uma face do cubo.
e [EFGH] é a face oposta a face [ABCD]
(o ponto H nédo esta representado na figura)

e [AE],[BF],[CG] e [DH] s&o quatro arestas do cubo.

e O ponto A tem coordenadas (3,5,3)

e O ponto D tem coordenadas (-3, 3, 6)

e O ponto E tem coordenadas (1,2,—3)

Determina as coordenadas do ponto H e indica, justificando, o valor légico da

seguinte afirmacéo: o ponto H pertence a um dos eixos coordenados.
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Anexo 10: Ficha de Trabalho B

. MATEMATICA A — 10° ANO
gg%l'%%%%s;; FICHA DE TRABALHO B
EDUCAGAD Nome:

AGRUPAMENTO DF ESCOLAS
RAINHA DONA LEONOR

Para responder as seguintes questdes, apresenta todos os calculos que tiveres de
efetuar e todas as justificacdes necessarias.

1. Fixado um referencial ortonormado do espaco foi
representada uma piramide quadrangular regular
de vértice V(1,1,10) e base [ABCD], com 9cm de

altura. Um plano paralelo a base interseta a

%

piramide definindo o quadrado [EFGH].
Sabe-se ainda que:
e VE(-1,-1,-3),VG (1,1,-3),EF (2,0,0) e D
R(1,4,1);

e Os pontos 0 e P sdo os centros das bases
do tronco de piramide;
e Os pontos Q,R,S e T sdo os pontos médios dos segmentos de reta a que
pertencem.
1.1 Determina as coordenadas dos vértices F e G e do vetor VH.
1.2 Indica, justificando, o valor l6gico da seguinte afirmacéo: o tronco de piramide

[ABCDEFGH] tem uma capacidade inferior a 100cms3.
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Anexo 11: Ficha de Trabalho C

; MATEMATICA A — 10° ANO
REPUBLICA
PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO C

EDUCACAD

7)
N 0 m e . AGRUPAMENTO DF ESCOLAS

RAINHA DONA LEONOR

Para responder as seguintes questdes, apresenta todos os calculos que tiveres de
efetuar e todas as justificagcfes necessérias.

1. Num referencial 0.n Oxyz, considera os pontos A(—1, 1, 3), B(1, 0, 6) e o vetor
u(2,3,5).

a) Existe uma Unica equacéo vetorial para a reta que tem a direcdo de u e que
passa em A? Justifica.

b) Escreve uma condi¢céo que defina o segmento de reta [AB] e averigua se o
ponto P de coordenadas (-5, 3, —3) pertence a [AB].

c) Areta AB interseta o eixo 0x? Em caso afirmativo, determina as coordenadas
do ponto de intersecao.

2. Indica, justificando, o valor l6gico das seguintes afirmacdes:

V F

a) O vetor 44 é colinear com qualquer outro vetor. OO

b) Todos os pares de vetores com 0 mesmo comprimento e [ [
sentidos opostos sdo vetores simétricos.

c) Os vetores 1(1,5,4) e v(1,4,5) sdo iguais. O O

d) Se os vetores AB e BC s#o colineares, entdo 0s pontos A,BeCc 0 [
pertencem a mesma reta.

e) Sabendo que os pontos A,Be(C pertencem a mesma reta, O [
entdo os vetores AB e BC sdo colineares.

f) Se os vetores AB e CD s&o colineares, os pontos 4,B,CeD O O
pertencem a mesma reta.
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Anexo 12: Ficha de Trabalho D — Parte |

, MATEMATICA A — 10° ANO
REPUBLICA
PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO D - Parte |

EDUCACAD

7)
N 0 m e . AGRUPAMENTO DF ESCOLAS

RAINHA DONA LEONOR

Na questdo 2 d) da ficha de trabalho C, pedia-se para determinar o valor
|6gico da seguinte afirmacéo:

“Se os vetores AB e BC séo colineares, entdo os pontos A,B e C pertencem a
mesma reta.”

Com base nas seguintes resolucdes (apresentadas por alguns grupos),
responde as questdes.

Resolucédo A

“Verdadeiro, como os vetores AB e BC tém o ponto B em comum pertencem a
mesma reta, mas caso estes vetores ndo fossem colineares esta afirmacgdo ndo poderia ser
verdadeira, porque nao teriam a mesma direcao. “

AB AB

s " O 137

colineares nao colineares
Resolucéo B

“Afirmacao verdadeira. Como tém um ponto em comum s&o colineares, ao serem
colineares tém a mesma direcao, fazendo com que pertencam a mesma reta.”

Resolucgéo C

“Verdadeiro, pois o ultimo do vetor AB eo primeiro BC sd0 0 mesmo ponto, portanto
estdo de seguida, ou seja, pertencem a mesma reta.”

Resolucédo D

“‘Sabendo que AB e BC sao colineares, tém a mesma diregdo.
Como o ponto B é comum aos 2 vetores, ndo é possivel que a colinearidade se verifique
entre 2 retas paralelas. Logo, a afirmacgao é verdadeira.”

Questdes

1. Qual das resolucdes A, B, C ou D, consideras que apresenta uma melhor
fundamentacéo? Justifica a tua resposta.
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2. Classifica cada uma dessas resolucgdes, utilizando as expressoes: “nao

valida”, “incompleta”, “completa”, e ordena-as de 1 a 4, em que 1 é ndo
valida e 4 é a mais completa. Fundamenta a tua resposta.

Revé agora a justificacdo do teu grupo.
3. Consideras que € uma justificacao valida? Porqué?

4. Caso néo consideres a justificacdo do teu grupo valida e/ou completa,
explica como a poderias melhorar.
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Anexo 13: Ficha de Trabalho D — Parte 11

_ , MATEMATICA A — 10° ANO >
¢ REPUBLICA /)
PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO D - Parte Il i ;

EDUCACAD

Nome: AGRUPAMENTO DE ESCOLAS

RAINHA DONA LEONOR

1. Num referencial o. n. Oxyz, considera a superficie esférica S de equacéo
x?2 4+ y?+2z2 =9 e o ponto P(¥/3,V/3,V3) pertencente a S.
Sejaii= —20PesejaQ = P + 1

a) Determina as coordenadas do ponto Q e averigua se o segmento de reta

[PQ] € um diametro da superficie esférica S. Justifica a tua resposta.

b) Podemos generalizar o resultado da alinea anterior considerando P um

ponto qualquer da superficie esférica S? Fundamenta a tua resposta.

2. Seja R uma superficie esférica qualquer e W um ponto de R, num referencial

o.n.0xyz. Em que condicBes podemos afirmar que T = W — 20W pertence

a superficie esférica? Justifica a tua resposta.
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Anexo 14: Ficha de Trabalho E

, MATEMATICA A — 10° ANO
REPUBLICA
PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO E

EDUCACAD

7)
N 0 m e . AGRUPAMENTO DF ESCOLAS

RAINHA DONA LEONOR

1. Num referencial 0.n, Oxyz, em que a unidade é o quildmetro, considera que existe
um navio equipado com um radar que consegue detetar todo 0 movimento, no mar
ou no ar, até um raio de v6 km, inclusive. O nivel da dgua do mar é representado
pelo plano xOy e o navio encontra-se parado no ponto N(1,2,0).

1.1) O navio recebeu uma informacdo, por radio, sobre um cachalote localizado no
ponto A(2,11,—-2). Admite que o cachalote vai seguir uma trajetoria retilinea,
passando pelo ponto B(2,9, —1).

Investiga se, na sua trajetoria, o cachalote ira ser detetado pelo radar do navio.
Justifica a tua resposta.

Sugestéo: Comeca por escrever uma condi¢cao que represente o conjunto de pontos
gue o radar consegue detetar e identifica esse lugar geométrico.

1.2) Um submarino, localizado no ponto S(—1,2,—2) vai langar um torpedo com a
direcdo do vetor ¢ (%, 1, %) numa trajetoria retilinea garantida até 4000 m desde o
local do seu langamento.

a) Sabendo que o torpedo ir4 atingir uma mina subaquatica localizada no plano
mediador do segmento de reta [NS], determina as coordenadas do ponto
correspondente a localizagdo da mina.
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b) Verifica se existe perigo de o torpedo poder atingir uma embarcacdo que se
encontra encalhada no ponto E(1,4,0). Fundamenta a tua resposta.
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Anexo 15: Ficha de Trabalho F — Parte |

, MATEMATICA A — 10° ANO P
REPUBLICA /)
PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO F — Parte | i ;
EDUCACAO

Nome: L

Na alinea 1.2 b) da ficha de trabalho E, era questionado o seguinte:

1.2) Um submarino, localizado no ponto S(—1,2,—2) vai lancar um torpedo
com a direcdo e sentido do vetor t (%, 1, %) numa trajetoria retilinea garantida até
4000 m desde o local do seu lancamento.

b) Verifica se existe perigo de o torpedo poder atingir uma embarcacéo que
se encontra encalhada no ponto E(1,4,0). Fundamenta a tua resposta.

Com base nas resolucdes propostas, responde a questao.

Resolucédo A

SE = ||SE|| =v2Z+ 22 + 22 = Y12 ~ 3,5 km

R: Como [SE| =~ 3,5km < 4km, existe perigo de o torpedo atingir a
embarcacao.

Resolucédo B

1=-1+k k=1
4=24+2ke k=1 R: Nao pode atingir porque os “k” sédo diferentes.
0=-2+k k=2

Resolucédo C

1=—1+-k

> =
4=2+k & {k =2 R: E néo pertence.
0=—2+§k k=1

Questao

1. Classifica as resolucgdes utilizando uma das seguintes as expressoes:
“‘incorreta”, incompleta” ou “completa”. Fundamenta a tua resposta
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Anexo 16: Ficha de Trabalho F — Parte 11

. MATEMATICA A —10° ANO
REPUBLICA

PORTUGUESA FICHA DE TRABALHO F - Parte |l

EDUCACAD

7)
N 0 m e . AGRUPAMENTO DF ESCOLAS

RAINHA DONA LEONOR

1. Num referencial 0.n, Oxyz, em que a unidade € o quildmetro, considera que existe
um navio equipado com um radar que consegue detetar todo 0 movimento, no mar
ou no ar, até um raio de V6 km, inclusive. O nivel da 4gua do mar é representado
pelo plano xOy e o navio encontra-se embarcado no ponto N(1,2,0).

1.1) O navio foi alertado, por radio, sobre um outro cachalote parado no ponto
C(3,6,-2). Admite que o cachalote vai seguir uma trajetoria retilinea, passando pelo

5 3 ~ - .
ponto D (E’ 5, _E)’ mas néo colidindo com o navio.

Indica, justificando, o valor logico da seguinte afirmacdo: A equacao vetorial
x,y,z) = (2,4,—-1) + A(—1,-2,1),A € [0, 1[ representa 0 maior percurso percorrido
pelo cachalote ao longo da sua trajetéria retilinea desde que comeca a ser detetado
pelo radar do navio.

1.2) Um dos tripulantes do navio verificou, no radar, um golfinho a nadar numa
trajetoria retilinea definida pela equacdo x = 1ay = 4.

Admite que o golfinho vai realizar um salto. O salto do golfinho pode ser considerado
vertical em relagcdo ao plano que define o nivel da agua do mar? Fundamenta a tua
resposta.

1.3) Um pescador emitiu um alerta de socorro para o navio, segundos antes de
naufragar. Admite que o pescador se encontra a superficie da dgua, a uma distancia
de pelo menos 2km, mas n&o superior a 4km, do navio.

Defina, por uma condicdo no plano, a regido onde estd o pescador em apuros e
calcula a sua area.
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Anexo 17: Questdo-Aula

REPUBLICA 4
oo Questao para avaliagao - 3 (2.°P)

EDUCACAO s o0
Matematica A ..M
Data: 06 de marco Professor: Joao Ferreira
Nome do aluno N.° Turma
Classificagao (QA3)
Classificagdo Final Assinatura do Prof. Assinatura do EE
[===sgpLL=5 —=2

1. Considere o cubo [ABCDEFGH], num referencial o.n. Oxyz
(o ponto D nao esté representado na figura).

Admita que as coordenadas de C, G e E séo:
e ((2,3,6); G(6,1,10); E(12,1,4)

1.1. Determine as coordenadas do ponto A.

1.2. Seja r areta CG.

1.2.1. Determine uma equagéo vetorial da reta r.

1.2.2. Determine as coordenadas do ponto de intersecdo da reta » com o plano y0z.

1.2.3. Indique, justificando, o valor légico da seguinte afirmagao:
"(x,y,z) = (0,4,4) + k(2,-1,2), k € [1,3] é uma equagdo vetorial do segmento de reta [CG]."
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1.3. Sabe-se que:
x24+y2+2z2-8x+2y—42=15
é uma equacio de uma superficie esférica, S, com centro no ponto D.

1.3.1. Determine as coordenadas do ponto D.

1.3.2. O segmento de reta [DH] é um raio da superficie esférica 5?7 Justifique

1.3.3. Seja t a reta que passa em E e é paralela ao eixo Ox.

Determine as coordenadas dos pontos de interse¢do da reta t com a superficie esférica S.

FIM

ltem 11 | 121 | 122 | 123 | 131 | 132 | 131 | Total
Cotagdo | 10 10 10 10 10 10 20 80
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Anexo 18: Guiao - Entrevista dos Alunos

ENTREVISTA DOS ALUNOS

1. O que acharam das aulas em que foi solicitado a vossa opinido acerca das
resolugdes dos vossos colegas? Acharam que o vosso contributo foi importante para eles, e

vice-versa?

2. Qual foi a dificuldade que sentiram mais durante as resolugdes das fichas? Por

exemplo, nas questdes que tinham de justificar, quais as vossas principais dificuldades?

3. Houve algum aspecto desenvolvido durante as aulas que considerem que vos ajudou

a ultrapassar essas dificuldades?

4. Gostaram de trabalhar em grupo? Acham que trabalhar em grupo também vos

ajudou superar as dificuldades que sentiram durante a resolucéo das fichas?
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